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1. Bevezetés

Amig a jatékelmélet gyokerei egészen Pla-
tonig nyulnak vissza, ez a teriilet csupan
az 1940-es, 1950-es évek kornyékén valt
ismertté a magyar szarmazasi Neumann
Janos és John Forbes Nash munkassaga
révén. A jatékelmélet alapjait Neumann
Janos rakta le egy 1928-as munkdjaban,
melyet késobb Oskar Morgenstern neo-
klasszikus matematikus-kozgazdasszal ko-
zosen irt , Jatékelmélet és gazdasagi visel-
kedés” (The Theory of Games and Eco-
nomic Behavior, 1944 ) cim{i miivében to-
vabbfejlesztett [1]. Ezt kdvet6en John For-
bes Nash altalanositotta Neumann-ék két-

szereplOs, zéro-osszegli jatékokra vonatko-

z6 hires egyensulyi tételét, melyet altalanos
n-szereplos jatékokra irt at. Nash eredmé- 1. 4bra. Neumann Janos

nyeinek koszonhetden, a XX. szazad koze-

pe tajan indult meg a kooperativ jatékelmélet fejlodése. Bar Neumann Janos a poker
miatt kezdett a jatékelmélettel foglalkozni, ez a tudomany nem a kaszindk vilagaban érzi
igazan otthon magat [2]. Olyan konfliktushelyzeteket vizsgél, ahol a véletlen szerepe mé-
sodlagos, a dontés alapvetden stratégiai. Segit a piaci, vagy innovacios verseny, a politikai
és katonai, vagy éppen biologiai, evoluciés stratégiak jobb megértésében, utat mutat a

koltség-, kockdzat-, vagy a hatalommegosztas terén [3-7].

1.1. Klasszikus jatékelmélet

A jaték fogalma az ember szamara egy tarsasagi tevékenységre utal, mely soran meghata-
rozott szabélyok altal, legalabb két ember verseng a legnagyobb nyereség elérésére (sakk,
péker, ké-papir-ollo, sth.). Tehét a jatékelmélet olyan kérdésekkel foglalkozik, amelyekben
legalabb két dontéshozd probalja sajat hasznossagfiiggvényét maximalizalni. Masképpen
megfogalmazva: a jaték leegyszeriisitett és szamszertisitett élethelyzet, amit a matema-
tika eszkozeivel vizsgalunk és célunk a nyereményiinket maximalizalni gy, hogy kozben

tarsunk intelligenciajat is figyelembe vessziik, illetve javaslatot tesziink a jatékszabalyok



moédositasara, amivel elérhetjilk a kivant magatartast. Azokat a jatékokat, ahol véges
szamu jatékos és meghatarozott szamu stratégiahalmaz van, véges jatékoknak nevezziik.
Minden jatékos kifizet6fiiggvénye egy n-dimenzidés tombbel adhaté meg !, dgynevezett
polimatrixxal. Az egyik leghiresebb bimatrix-jaték a fogolydilemma, ahol két jatékosnak
csak két stratégidja van [3,5,6].

1.2. Evolicios jatékelmélet

A hagyomanyos jatékelmélet kutatasi teriilete az elmult évtizedekben jelentésen kibéviilt,
teljesen 1j iranyzatként jelent meg az evoliucids jatékelmélet. Az evolicids stabilitas az
evoluicios jatékelmélet alapvetd fogalma. Ez az elmélet olyan folyamatokkal foglalkozik,
amelyek soran az egyedek jatékelméleti értelemben vett kifizetése, illetve utédszama nem
csak sajat, hanem a veliik kdlcsonhato egyedek viselkedésétol, illetve fenotipusatol is fligg.
A Kklasszikus evolicios jatékelmélet az egyedek optimalis viselkedését vizsgalja olyan ese-
tekben, amikor az egyedek utédszama nemcsak a sajat, de az egyeddel kolesonhatasban
all6 mas egyedek viselkedésétdl is fligg. Mivel foképpen egy fajon beliili eseteket vizs-
gal, emiatt a mutans és a rezidens egyedek atlagfitneszeinek 0sszehasonlitasara épiiltek az
evolucids stabilitasi fogalmak. Miutan a természetes szelekcid idoben zajlo folyamat, igy
természetes olyan dinamikak bevezetése, amelyek képesek leirni a kiillonboz6 tulajdonsagu

egyedek aranydnak valtozasat. A jatékosok itt nem intelligensek, vagyis nem szamoljak

« s ez

« /ey

egyszeriiségliik miatt vonzéak, hanem meglehetosen jol kozelitik a tipikus emberi visel-
kedést is. Az evolucios jatékelmélet egyik legnagyobb sikere éppen az, hogy segitségével
értelmezhették az onzetlen magatartas kialakulasat az 6nzo egyéni érdekeket koveto ja-
tékosok kozott is. Az evolicids jatékelmélet alkalmazési kore jelentésen kiboviilt, amikor
Maynard Smith 1974-ben felismerte, hogy a kiilonb6zo bioldgiai élolények kozotti kol-
csonhatas leirdsara is hasznalhatjuk a jatékelmélet alapfogalméat, a nyereménymatrixot.
Ebben a megfogalmazasban a stratégia szinonimaja a biologiai faj, a nyeremény helyett
pedig a szaporodasi képesség jelenik meg, ami kiillonbozéképpen modosul két fajnal, ha

ezek talalkoznak (jatszanak) egymassal [7].

1K étszemélyes jatékok esetében bimétrix-jatéknak nevezziik.



1.3. Alapfogalmak

- Jaték: A jatékosok lehetséges viselkedését és lényeges koriilményeket meghatarozé

szabalysor altal leirt folyamat.

« /e

résztvevok birtokoljik az 6sszes vonatkozé adatot (szabalyok, lehetséges valasztésok,

eddigi események), és a jaték véges.

— Stratégia: A szabalyokat alkalmazd, az ellenfél érzékelt hibait felhaszndld gyoze-

lemre, de minimum dontetlenre segité modszer.

— Zéro6 Osszegli jaték: Az a jaték, amelyben a jatékosok csak egymas karara novel-

hetik nyereségiiket.

— Nem zéro 6sszegii jatszma: Mikor a két fél nemcsak egymaéstol, hanem egyméssal

egyuttmilkodve valamilyen kiilso forrasbol is nyerhet.
— Kooperativ jaték: Akkor, ha a jatékosok kozott kialakul az egytittmiikodés.
— Nem kooperativ jaték: Mikor a jatékosok egymaéssal versengenek.

— Neumann tétel: Minden kétszemélyes, véges, zérusosszegii és teljes informéacioju

jatékban talalhatd egy egyensilypont.

2. Ko-papir-oll6

A legismertebb ilyen jaték a kozismert koé-papir-olld, melyet az emberek is szivesen al-
kalmaznak kiilonbo6z6 dontésekhez, hiszen nem talalhaté benne nyeregpont, vagyis olyan
biztonsagi szint amely maximalizalnd az egyik jatékos esélyeit. A jatékosok harom jelet

mutathatnak: kovet (K), papirt (P), oll6t (O). A jatékszabdly a kovetkezé:
e A kO kicsorbitja az ollét: K — O
e Az oll6 elvagja a papirt: O — P
e A papir befedi a kovet: P — K

A jaték soran ha nyertink 1, dontetlen esetén 0, valamint a jaték elvesztésért -1 pont jar.



A jatékosok vélasztasa | K6 | Papir | Oll6
Ko 1 0 -1
Papir -1 1 0
Oll6 0 -1

Ezekben a jatékokban nem tudjuk megmondani, hogy melyik stratégiat érdemes valasz-
tani. Neumann javaslata, hogy érdemes a véletlenre bizni a stratégiavalasztast, vagyis
valamilyen valdszintiség-eloszlas alapjan keverni a stratégiankat. Ehhez definidljunk a
stratégiahalmazon egy eloszlast, amelyet a véletlenszerli stratégia valasztja ki a jaték
soran, ezaltal érhetjiik el, hogy az ellenfelet meglepetésként érje a valasztas. Ekkor a ja-
tékosok stratégiahalmazai az S; halmazokon értelmezhetd eloszlasok halmaza, a kifizetd
figgvényei pedig az u; fiiggvények varhato értékei. Az igy adddo sztochasztikus jatékot

a G kevert bévitésnek nevezziik [3].

mivel az S; halmazok végesek, a rajtuk definidlt eloszlasok my-dimenzios valdszintiségi

vektorokkal adhaték meg, igy a jaték kevert bovitésének stratégiahalmazai:
Sy = {xx|xr = (21, ooy Tour), Xk > 0,1 Tx, = 1} (2)

Az egységvektor stratégidkat tiszta stratégianak hivjuk, mas esetben kevert stratégianak.
Az optimalis kevert stratégia meghatarozashoz érdemes a jatékosoknak a varhatd nyere-
ségiiket maximalizalni, illetve megkeresni a jaték kevert egyensilypontjat. Visszatérve a

koé-papir-ollo jatékra, ez a kovetkezoket jelenti:

A matrixot kifejtve a kovetkezd egyenleteknek kell teljesiilnitik az x stratégiaparra:

x>0 (4)
T+ 2o +a3=1 (5)
T —x2+ B3>0 (6)



—$1+l’3+ﬁ20

B — min.

Valamint az y stratégiaparra is teljesiilnie kell a kévetkez6 Osszefliggéseknek:

y=0

ity +ys=1

1 —ys—a<0

—ytyta<l

—Y2t+ys—a<0
a — min.

Ezenfeliil a kifizeto-fiiggvényértékekre teljestilnie kell [4]: a+ 5 =0
Tehat mindkét jatékos egyetlen Nash-stratégiaja [5]:

_<1 1 1) _<1 1 1)
*=\373"3 Y=\37'3"3

(10)

(11)
(12)
(13)
(14)

(15)

(16)

gy a nyeréshez a kovetkezé moédszer kell: Vegyiink egy nem cinkelt 6 oldald kockat, a

dobas utan kapott eredményt osszuk el 2-vel és a maradékokhoz rendeljiik az allapotokat.

Tehat mindegyik jelnek é esélye lesz, hogy véletlenszeriien megjelenjen



2. abra. Kiilonbozo trajektoridk kialakulasa a haromstratégias jatékoknal.
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3. Ciklikus haromstratégias jaték az evoliciéban

1982-ben bizonyitottak, hogy a ké-papir-olld jatékelméletileg nem feleltetheté meg evo-
lacidsan stabil stratégianak (ESS), vagyis olyan folyamatnak, amelyet ha egy populédcié
egyedeinek tulnyomoé tobbsége kovet, akkor semmilyen méas ritka mutans stratégia nem
képes elterjedni. Az elsé empirikus eredmény B. Sinervo és C. M. Lively nevéhez kotodik,
akik 1990 és 1995 kozott tanulméanyozték a kaliforniai foltosoldala gyikok (Uta stransbu-
riana) him egyedeinek polimorfizmusat [8]. A megfigyeléseik alapjan azt a megallapitast
tették, hogy ciklikus dominancia alakult ki a kiilonboz6 nyakszinti egyedeknél [9]. Eszre-
vették, hogy egy szin dominanciajanak a keletkezése, hasonlit a ké-papir-ollé jatékhoz. A

nyakszin szerinti tulajdonsagok, illetve a hozzarendelt targyak a kovetkezbek:
1 Narancssarga foltos (K6):

— Leghosszabb és legerésebb felépitéssel rendelkeznek a himek kozott
— Nem hasonlit a néstény egyedekhez

— Megtamadja a teriiletére betévedo kék nyaki himet és a nostényeit
2 Sotétkék foltos (Ol16):

— Kozepes méretli a himek kozott
— Nem sokkal nagyobb a ndstény egyedeknél

— A sarga himeket tdmadja meg
3 Sarga foltos (Papir):

— Legkisebbek a himek kozott

— Hasonlit a néstény egyedekhez

— A narancssarga foltos teriiletén vadaszik és szerez néstény egyedeket
A folyamat a ké-papir-olld jatékszabélyai szerint torténik [10], amely id6szakos domi-
nanciat okoz a szaporodéasban, de ez idoszaktol fliggoen ingadozik. Mivel az uralkodé faj

valtozik, ezért nem fog egyik "szin" sem kipusztulni. Az 1990 és 1995 kozotti megfigyelések

alapjan a kovetkezé "szinek' voltak dominansak egy adott évben [8]:

A himek foltjanak szine | Egy adott évben a dominédns szin
Kék 1991, 1995
Narancssarga 1992
Sarga 1993, 1994




. | g
=
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=

3. abra. A himek versengése, mely hasonlit a ké-papir-oll jatékhoz

4. A ko-papir-ollé egyensulyi allapotai

« sz

lehet szemléltetni. Ha minden racspont fel tud venni egy allapotot és a ciklikus dinamika
szabdlyaival kombindljuk, akkor egy szemléletes jelentése is lehet az elmondottaknak: Itt
a jatékosok novelését egy adott térrészben, gy lehetne leirni, hogy egy adott méretii

racsban novekszik a racspont, ezzel egyiitt csokken a racsallando.

4. abra. A racspontok novelésének hasznossaga



Kisérletet végeztem, mely soran hasonldé NxN matrixxal akartam lejatszani, melynek azt
az utasitasokat adtam, hogy 1,2 vagy 3 legyen a matrix elemeinek szdma és a
végallapotban az adott szdmhoz, egy szint rendeltem. Ezaltal egy 25x25-6s matrix

esetén a ciklikus dominancia hdromstratégias jaték esetén:

5. abra. A ké-papir-oll6 jaték megoldésa 25x25-6s racson és t=10000 lépés utan

Ezutan megnéztem, hogy valéban ciklikus folyamatrél van-e sz6. A meghatarozashoz
a kovetkezdképpen jartam el. Minden lépés utan kifrattattam, hogy a matrixban hany

szazalékban taldlhato 1-es, 2-es, illetve 3-as.

it e
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5. Erdekességek és hasznos linkek

Hirportalok, ammelyek réviden bemutatjak a ké-papir-olld aspektusait és a jatékosok

befolyasoltsagat, valamint az eredeti publikacio:
1) http://444.hu/2014/05/01 /megfejtettek-hogyan-lehet-gyozni-ko-papir-olloban /

2) http://www.origo.hu/tudomany/20140504-megvan-a-nyertes-strategia-a-ko-papir-
ollo-jatekhoz.html

3) http://arxiv.org/pdf/1404.5199v1.pdf
A ko6-papir-olléhoz hasznalhaté programok:
1) http://demonstrations.wolfram.com/BiodiversityInSpatialRockPaperScissorsGames/

2) http://demonstrations.wolfram.com/StochasticRockPaperScissorsPopulationDynamics/

6. Diszkusszio

A jatékelmélet a matematika egyik interdiszciplindris 4ga, amely arra kivancsi, hogy bizo-
nyos jatékosok hogyan gondolkodnak. Vilagunk osszetett allat- és novényrendszere képes
volt arra, hogy az evolicios 1épések soran kialakuljanak olyan stratégiak, mely a tulélést
segitik a koérnyezetiik minimélis megvaltoztatasaval (minimax-tétel). Léathattuk, hogy
egy allatfaj killonbozé him egyedei, miként prébaljak kialakitani a dominanciajukat. Ha-
sonlo viselkedést nem csak lathatd vilagunkban tapasztalhatunk, hanem a lathatatlan
makroszkopikus élovilagban is. Ennek egyik példaja, hogy laboratériumban vizsgaltak az
Escherichia coli baktériumokat, melynek soran kiilonos figyelmet forditottak a kiillonb6zo

szegregacioik egymassal szembeni viselkedésére.
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