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1. Bevezetés

A populaciddinamika feladata egy adott biologiai "k6zosség" méretének és alkotdelemek szerinti Osszetételének
a vizsgalata. Szertedgazé volta miatt nem skatulyazhatd be egy tudoményag ald. Modszerei illetve az eléfor-
dul6 egyenletek, egyenletrendszerek szamos mas tudomanyban is megjelennek, példaul a gazdasigi névekedési
modellekben, vagy akar a reakciokinetikaban(Vagy éppen forditva, a reakcidkinetika és a gazdasdgi modellek
egyenletei jelennek meg a populdciddinamikdban. Nézépont kérdése.).

Az els6 populaciddinamikai jellegii vizsgalodast Fibonacci folytatta 1202-ben. Modelljében egy nytulpopulacio
novekedését vizsgalta. Vizsgalodasai alatt megalkotta a ma mar szinte mindenki altal ismert Fibonacci-sort.
A modellje arra ad egy kezdetleges valaszt, hogy ha van egy nyulparunk, akkor hany nyulpar lesz tetszéleges
szamu honap mulva, ha az elsé honapban csak egyetlen 0jsziilott par van, az ivarérett kor két héonap, minden
termékeny nytlpar minden honapban egy tjabb part sziil, a "beltenyészet" engedélyezett, valamint a nyulak
orokkeé élnek. Ha bevezetjiikk a P, jelolést a nyulparok szamaéra, akkor konnyedén lathatd, hogy az n-edik ho-
napban a nyulparok szamara a P,11 = P, + P,_1 rekurziv formula teljesiil.

El6relépés volt a populaciddinamikiban Euler munkéssiga, aki az 1784-ben megjelent Introductio in alay-
sin infinitorum mivében felvetett négy populaciddinamikai problémaja kozil az egyikben azt tette fel, hogy
P,y1 = (14 z) - P,, ahol x a névekedési rata. Ez alapjan, ha a kezdeti populacio Py volt, akkor n lépés utan
a népességet a P, = (14 )™ - Py egyenlet adja meg, azaz a népesség exponencialisan novekszik ahogy telik az
id6. Ugyanakkor egybdl szembedtlik a modell(és ugyan igy a Fibonacci féle modellé is) egy hidnyossaga. A fent
leirtak alapjan a populacié az id6 telésével a végtelenhez tart. Ez értelemszertien valos koriilmények kozott nem
lehetséges, hiszen elébb-utobb felélné az 6t ellatd erdforrasokat.

Ezt a hidnyossagot potolta Robert Malthus, aki az 1798-ban irott Tanulmdny a népesedés térvényérdl cimi
miivében arrdl irt, hogy a népesség mindig gyorsabban né a termelésnél, igy ugyanannyi élelmiszerre egyre t6bb
és tobb egyed jut. Vagyis ahelyett, hogy a gazdasagi novekedés hatasara a jolét a tarsadalom minden rétegére
kiterjedne, ahogy azt a kor jelentSs gondolkodoi vélték, Malthus szerint egyes tarsadalmi csoportok nyomorra,
éhezésre és betegségre vannak itélve. Arrol, hogy ez a tendencia ne véljon végzetessé, maga a természet gon-
doskodik a haborik, a betegségek és a biindzés segitségével. Malthus elméleteit nem forditotta le a matematika
nyelvére, viszont kikévezte az utat a belga Pierre-Francois Verhulst szaméra. Verhulst a ‘fi—f = rP(l — %)
egyenletet javasolta. Latszik, hogy ha P kicsi, a K-hoz képest, akkor visszakapjuk az Euler altal megalkotott
egyenlethez hasonld, szintén exponencialis névekedésre vezets egyenletet. Amint viszont a P kozelit K-hoz,
akkor az egyenlet jobb oldala egyre kozelebb van 0-hoz, ami azt jelenti, hogy a populacié valtozésa az idében
muldsaval 0 lesz, azaz bedll egy dllandé értékre. K-t a kornyezet eltartoképességének nevezik.

A harmadik és egyben utolsé ebben a szekcioban megemlitett modell a Lotka-Volterra féle predator-préda mo-
dell. Lényege, hogy két faj él benne egymés mellett, melyek koziil az egyik vadassza a mésikat, a masik viszont
nem vadéssza az egyiket, hanem végtelen erdforrason él (tipikusan rokdkkal és nyulakkal szoktdk elmondani, ahol
a roka nyulat eszik a nyil pedig fivet). Ezek szerint tehat a nyulak szaménak egyediil csak a rokik szama
szabna hatart. Igen am, de a nyulak szdma pedig a rokakét befolyédsolja, mivel értelemszertien ha kevés nyul
van, akkor sok roka éhen pusztul, ami esélyt ad a nyulak felszaporodasara, ami miatt a rokak is felszaporodnak.
De a felszaporodott rokék intenzivebben vadasszék a nyulakat, ami megint a nyulak szaménak csékkenéséhez
vezet és igy tovabb. A modell matematikai alakja:

doe __ o
G = ax — bxy

%’ = —cy + dxy
Ebben a nem linearis differencidlegyenlet-rendszerben az z a préda, az y a ragadozd populacio. A préda
novekedési ratajat ragadozok hidnyaban az a jeldli, mig d a ragadozok ndvekedési rataja ha tudnak vadaszni.
A b paraméter a préda csokkenésének mértéke ha vadasszak Sket, ¢ pedig a ragadozok csokkenésének a mértéke
a természetes haldlozasbol. Ennek a modellnek t6bb valtozata van, valamint hasonlé logikaval nagyon kénnyen
kiterjeszthets tobb fajra, valamint id6fiiggd allandokkal(pl. évszakos valtozas) még realisztikusabbé tehetd.
Jelenlegi irasomban a kompetitiv Lotka-Volterra modellt fogom vizsgalni.
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2. A rendszer

Ez a modell azt irja le, hogy n darab egyméas mellett é16, kozos erdforrasért egymassal vetélked(vagy éppen
kooperélo) faj populacioja hogyan véltozik az idében.

dx; -
=i (1 - ; %‘%’) (1)

Ez az egyenletrendszer tetszlleges szamu fajra igaz, jelen esetben 4 faj esetében torténik a vizsgalodas. Az
egyenletrendszerben x; az i-edik faj népessége, r; a reprodukciés rataja, a;; matrix elemi pedig a kooperécios
egyiitthatok.

2.1. A modell megoldasa

A megoldéshoz C nyelven irtam egy negyedrendd Runge-Kutta moédszerrel operaléd algoritmust. Ennek a ki-
menetét gnuplottal abrazoltam kiilénb6z6 modokon. A fixpontokat meghatarozo egyenletrendszert, illetve a
fixpontokban vett Jacobi-méatrix sajatértékprobléméjat Octave-al oldottam meg. A program paraméterei a ko-
vetkezdk voltak!!l:

1 1,09 1,52 0 1 1
a0 1044 136 _(o73| |1
2,33 0 1 0,47 1,53 0 1
1,21 0,51 0,35 1 1,27 1

A lépéskozt h = 0,005-nek véalasztottam, ilyen modon ¢ = 750 idGegységig Osszesen 150000 pontban szamolta
ki a program a populaciokat.

3. Eredmények

A rendszer kaotikussidga méar ott érzédik, hogy mint a kaotikus rendszerek altalaban, nagyon érzékeny a kezdeti
feltételekre. Itt is lathaté a mindenki altal ismert Pillangd effektus, ami szerint ha egy lepke csap egyet a
szarnyaval a Fold egyik oldaldn, az tornadot okozhat a mésikon. Ez a mondat jol példazza a kezddfeltételek
fontossagat a kaotikus rendszerek esetében. Ez latszik itt is, ugyanis ha az egyik kezdeti feltételt 0,001-el
megvaltoztatom, akkor az a megoldas az elején még majdnem ugyan az, mint a meg nem valtoztatott kezdeti
feltétel esetén, késébb azonban atcsap egy teljesen mas megoldasba.
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1. abra. Az eredeti kezdeti feltételekkel kapott eredmény

Megfigyelhetd, hogy nagyjabol az els6 500 idGegységben szinte teljesen ugyan olyan a két megoldéds. Az utan,
ha jo szemiink van mar lathaték nagyon apré kiilonbségek. Ez utan ezek egyre nagyobbra nének aztan a 600.
idépillanat kérnyékén mar teljesen mas a két megoldés formaja.
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2. abra. A modositott kezdeti feltétellel kapott eredmény
3.1. Fixpontvizsgalat
A rendszer fixpontjait az (1)-es egyenletrendszer d;ti = 0 feltevéssel vett megoldasai szolgaltatjak. Ezek a
kovetkezoK
T T2 T3 T4
—0,09 1 0 0
0,793747 1,37375  —0,84943 0
0 —1,17493 0 1,59922
0 ~1,13879  0,307639 1,47311
—0,0162352 0 0,668576 0,785643
1 0 0 —0,21
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0,204596 0 0,523292 0
0 0,56 1 0
0 0 0,634351 0,777977
0,332745  0,61216 0 0,285176

0,301303 0,458655 0,130765 0,355742

Ez 16 fixpont, abbol egy trivialis(a matrix 7. sora), ez a vizsgalatnal egyaltalan nem érdekes. Megfigyelhetd,
hogy az els6 6 sornak legalabb az egyik koordinataja negativ. Ez megint nem érdekes, hiszen nem fordulhat
el6 negativ populacié. A megmaradé 9 fixpont koziil 4 darab olyan van, hogy mindegyik koordinata 0, kivéve
egyet. Ezek nem mutatnak tul érdekes viselkedést, igy nem is foglalkozom a tovabbi vizsgalatukkal. A maradék
5 fixpont koziil 3 olyan, hogy két faj él til. Ezen pontok Jacobi-métrixanak sajatértékprobléméjanak megolda-
sat itt nem k6z16m, mert szintén nem tul érdekes, de egyébként mind a harom pont esetében a Jacobi-méatrixok
sajatértékei tisztan valdsak, vegyesen pozitivak és negativak, igy ezen pontok esetében bizonyos irdnyokban
vonzo, illetve taszitd viselkedés tapasztalhato.

Val6jaban voltak ¢ - 10716 és ennél kisebb tagok, de ezeket 0-nak tekintettem.
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0, 332745
Ap® = 0, 6(1)216 fixpont esetében a Jacobi-métrix:
0,285176
—0,3327 —0,3626 —0,5057 0
L 0 —0,4468 —0,1966 —0,6077
o 0 0 0,1387 0

—0,4382 —0,1847 -0,1267 —0,3621

A sajatértékek: A; = —0,929615, Ay = 0,1387, A3 4 = —0,105993 +0, 3322144. Ezek alapjan azt lehet mondani,
hogy ennek a fixpontnak a kornyezetében a trajektoéria spiralis palyan halad a fixpont felé.

0,301303
0, 458655
(4) — b} 4 s 4 e
Ap 0, 0130765 fixpont esetében a Jacobi-méatrix:
0,35574
—0,3013 —0,3248 —0,4579 0
g 0 —0,3348 —0,1473 —0,4553
= | —0,4661 0 0,2 —0,094
—0,5466 —0,2304 —0,1581 —0,4517
A sajatértékek: Ay = —1,03521, Ao = —0,334184, A34 = 0,0407972 £ 0,191551i. Ezek alapjan azt lehet

mondani, hogy ennek a fixpontnak a kérnyezetében a trajektoria spirélis palyan tavolodik a fixponttol.
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3. abra. Az utoljara targyalt fixpontboél inditott megoldas

Ezen az abran a megoldast a fixpont kozvetlen kérnyezetébdl inditottam. Gyonydriien latszik, hogy nagyjabol
a 200. iddpillanatig konstansok a populaciok, megegyeznek a kezdeti feltételekkel. Ezutan kezdsdik egy kis
oszcillacio, ami azért kovetkezik be, mert nem az egzakt fixpontot kaptuk meg a kiszdmolds soran, hanem
a numerikus hiba miatt valamennyire eltért. Tehat a megoldas valojaban nem a fixpontbol indult, hanem
valahonnan nagyon kozelr6l mellgle. Ez a kis oszcillacié aztan felerdsodik, kezdetben még egész szabélyosan
(mint pl. egy csillapitott oszcilldtor esetében, csak itt nem csillapodik, hanem erdsodik az oszcilldcid), aztén ez
az egész odaig fajul, hogy annyira eltavolodik a megoldés a fixponttol, ahol az alkalmazott linearis kozelités mér
nem érvényes és a megoldas "atvalt" egy szabalytalan, kaotikus oszcillacioba.
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3.2. Bifurkacio

Kiilonb6z6 rendszerek esetén érdekes (és hasznos) lehet végigkovetni, hogy bizonyos paraméter valtoztatasa ese-
tén hogyan valtozik adott fixpont "allapota". A paraméter valtoztatasa mellett egy kritikus paraméterértéknél
bizonyos fixpontok elveszithetik a stabilitasukat, igy 1j fixpontok keletkezhetnek. Vegyiik példaul a

Vig) = 5=+ o

potencialt. Tekintsiik p-t a fent emlitett valtozo paraméternek (bifurkdcids paraméter), majd hatarozzuk meg
a rendszer fixpontjait p kiilonb6z6 értékeinél. Ha ezeket a fixpontokat abrazoljuk a bifurkicios paraméter
fiiggvényében, akkor egy vasvilla szerd abrat kapunk (Pitchfork bifurkdcic). Periéduskettszs bifurkdcionak

X,

4. abra. Vasvilla bifurkécio
nevezik azt a jelenséget, mikor az figyelhet6 meg, hogy ha az elsg kritikus bifurkiciés paraméter érték elérése

utén tovabb noveljiik a paraméter értékét, a mar jelenlevs kettes ciklus szétvalik egyenként djabb kettére, amik
mér csak az el6zénél egy rovidebb intervallumon stabilak. Ez jol megfigyelheté a kovetkezs abra elején. Ha

1.0

0.8 _—

_ "'////
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5. abra. A logisztikus leképezés bifurkacios diagramja

tovabb noéveljiik a paraméter értékét, akkor el6bb-utébb elériink egy un. akkumuldcids pontot, ahol formalisan
megjelenik egy 2°° hosszusagu periddus (ez ldthaté az dbra "sdrd" részén). Ez utan a pont utén a rendszer
képes kaotikus viselkedést mutatni, hiszen ekkorra mar végtelen sok, instabil periodikus palya jott létre. Itt a
mozgas véletlenszerd, egy kettes ciklus koriili kaotikus bolyongasnak tekinthetd.

Fontos még szot ejteni az in. Hopf bifurkaciorél. Hopf bifurkaciénak nevezik azt a jelenséget, mikor egy stabil
fixpont elveszti a stabilitasat és a Jacobi-matrix komplex konjugalt sajatérték parjanak képzetes része elGjelet
valt. Precizen:

Definici6: Legyen Jy egy folytonos paraméterd dinamikai rendszer Jacobi-matrixa a rendszer Z. fixpontjaban
kiértékelve. Tegyiik fel, hogy Jp minden sajatértékének valos része negativ, kivéve egy nem nulla, tisztan
képzetes komplex konjugalt part, +if3 sajatértéket. Hopf bifurkicio torténik, ha ez a két sajatérték elGjelet valt
a rendszer paramétereinek valtozasa miatt.
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3.2.1. Bifurkacioés diagram

A bifurkaciés diagramot a differencidlegyenlet-rendszert megoldé program egy modositott valtozataval készi-
tettem. Bifurkiciés paramétereknek bevezettem egy b paramétert, ami a kooperédcidés matrix nem diagonélis
elemeit, szorozza. Ezzel gyakorlatilag a stabilitiast a csatolds erdsségének a fiiggvényében vizsgaltam. Hiszen
ha b = 0, akkor az egyenletek kozotti csatolas megsziinik és a rendszer négy egymaéstol fliggetlen, kdzdnséges
els6rendi differencidlegyenletre esik szét. Jelen esetben az els6 faj populacidinak maximumait vizsgaltam. Az
eredmény a kovetkezs lett: A diagramon megfigyelhets, hogy nagyjabol b = 0,818 kornyékén az eddig stabil

Bifurkacios diagram

09 -
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6. abra. A rendszer bifurkaciés diagramja

fixpont egy Hopf bifurkicion keresztiil instabilla valik és a megoldas rahuzodik egy hatéarciklusra, amelynek az
amplituddja b tovabbi novelésével egy ideig novekszik. Ez lathato a kévetkezd két dbran. A két abra koziil
els6n a kezdeti id6ponttél abrazoltam a megoldéast, mivel egy egyenes vonal nem lett volna til szemléletes. Itt
a megoldés egy spirélisan vonzd pontattraktorba megy be, ahogy az latszik is. A maéasodik 4bran a megoldast
a [2000 : 3000] intervallumban &brazoltam, azért, mert itt mar lecsengettek a tranziensek, tehat a rendszer
allandosult allapota lathatd, ami egy hatarciklus.
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7. abra. Az els6 faj populacidja b = 0, 8 értéknél
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8. adbra. Az els6 faj populacioja b = 0, 82 értéknél

Tovabb novelve a b értékét, b = 0,94 esetében lathaté (és a diagramrdl is leolvashatd), hogy tortént egy
perioduskettézdés. Itt két kiilonbozé amplitudoja, de periodikus viselkedést mutat a rendszer.
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9. abra. Az elsé faj populicioja b = 0,94 értéknél
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Ha még tovabb noveljiik a b-t, akkor ahogy a diagramon is lathato, a mar megkett6z6dott periddusok egyen-
ként még egyszer megkett6zGdnek, igy Osszességében egy négyes hatarciklus van a rendszerben. Ez b = 0, 9609
koriil torténik meg. A jobb lathatosag kedvéért egy kicsit nagyobb b-nél dbrazoltam, ahol a szétvalas mar na-
gyobb mértéki. Megfigyelhetd a fent emlitett kijelentés is, azaz, hogy a kiilonb6z8 peridduskettézddések egyre
révidebb "ideig" tartanak. Ezutan ha jol felnagyitjuk az abrat és jo a szemiink, akkor lathaté még egy perio-
duskett6z6dés, de ez mar nagyon kicsi, igyhogy nem kerestem meg, hogy milyen paraméterértéknél torténik.
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10. abra. Az els6 faj populacidja b = 0,9615 értéknél

A kovetkezs két abra b = 0,97 és b = 1 értéknél késziilt. Az els6n még valamennyire "szabalyos" a formaja
a gorbének, de mar lathato, hogy nem periodikus. Kezdjik elérni (vagy mdr el is értik) az akkumulécios
pontot és a mozgas kezd kaotikussa valni. A b = 1 értéknél a megoldas a mar fent kozolt dbraknak egy késébbi
id6tartoméanyban késziilt része. A diagramon lathatd, hogy a rendszer itt méar rég elhagyta az akkumulacios
pontot.
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11. abra. Az els6 faj populacidja b = 0,97 értéknél
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12. abra. Az els6 faj populacidja b = 1 értéknél
Ez az abra pedig a diagramon lathat6 kozépss, "iires" savbeli viselkedést mutatja, b = 1,08 érték esetén. Itt

visszaértiink egy tjabb négyes hatarciklusra. Ha tovabb névelnénk a paramétert, akkor tijra kaotikus viselkedést
tapasztalnank, de err6l mar nem készitettem abrat.
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13. abra. Az els6 faj populacidja b = 1,08 értéknél

3.3. Az attraktorokrol altalaban

Erdekes kérdés, hogy hogyan alakulhat ki a kdosz, valamint miért szamit ilyen sokat a mozgas milyenségében
az, hogy milyen kezdéfeltétellel inditottuk el. Képzeljiink el egy ingat homogén gravitéciés erétérben, ami egy
pl. falbol kiallo rudon foroghat korbe, valamint tekintsiink el a kiilonb6z6 disszipativ er6ktél, mint a surlodas
vagy a légellenallas.

Inditsuk el az ingat olyan kezdeti feltételekkel, hogy az a mozgésa soran "fejtetén" alljon meg egy instabil hely-
zetében. Ilyenkor az inga nyugalomban van, de barmilyen kis perturbacié kiloki ebbdl a helyzetébdl és tovabb
mozog.

Inditsuk most ugyan azokkal a kezdeti feltételekkel, de az egyikhez (a kezdeti kitéréshez vagy a sebességhez)
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adjunk hozza egy nagyon kicsi € nagysagu eltérést. Ez késébb ahhoz az eredményhez vezet, hogy az inga nem
fog a fels6 instabil helyzetben megallni, hanem atfordul azon és tovabb mozog.

Ettdl a ponttél mér nem mondhatjuk azt, hogy a két mozgas palydja csak nagyon kicsit fog eltérni egymaéstol,
annak ellenére, hogy csak egy e nagysagu perturbéaciot adtunk a kezddfeltételeknek. A kiosz és az elGrejelezhe-
tetlenség oka tehat tekinthets tigy, hogy a rendszer sorozatosan instabil egyensilyi helyzeteken halad keresztiil.
A szabélytalan mozgasban rejl§ szabalyszertiségek ugy is lathatova tehetSk, hogy a mozgast hosszi ideig ko-
vetjiik és megnézziik, hogy mi torténik a fazistérben. Barmilyen kezddfeltétellel is inditunk egy rendszert, ha
hosszi id6 utan valamilyen allandésult mozgashoz tart, akkor ezt az objektumot attraktornak nevezziik.

Az allandosult allapot milyensége alapjan az attraktorokat megkiilonboztethetjiikk. A szabélyos mozgasok-
nak, vagy a mozgasok leallasanak hatarciklus attraktorok, illetve pontattraktorok felelnek meg. Ha azonban
a rendszeriink nem linearis (ha nem alkalmazunk kozelitéseket, akkor az esetek nagy részében nem az), akkor
megnyilvinul a rendszer kaotikussiga és a mozgés szabalytalansiga. Ilyenkor a fazistérben taldlhaté attraktor
altaldban gyonyori fraktélszerkezetet mutat és a trajektoria valamilyen jol meghatarozott (de fiiggvényekkel
dltaléban nem leirhatd) "forméra huzodik" ra a mozgas szabalytalansaga ellenére. A jelenlegi rendszernél is
ilyet fogunk latni.

3.3.1. Az attraktorok tipusai

Fixpont attraktor AlapvetGen fixpontnak nevezik a kiillonb6z6 leképezések vagy transzforméaciok olyan pont-
jait, amik a leképezés vagy transzformécié utdn énmagukba képz&dnek le. Ha egy rendszer idéfejlédését transz-
formaciok sorozatanak tekintjiik, akkor szintén talalhato (vagy mem) ilyen fixpont, ami a fontos hatassal lehet
a rendszer idéfejlédésére. Ilyen fordulhat el§ példaul egy csillapitott oszcillatornal, hiszen ilyenkor egy stabil
allapotba (megdll) érkezik a rendszer egy id6 utan. A csillapitott oszcillator esetén egy vonzé spiralis attrakto-
runk van, mivel ha megvizsgaljuk a rendszer fazisterét, akkor egy logaritmikus spirdlt latunk a fixpont koriil.
A vizsgalt rendszer egyik fixpontja is ilyen ahogy azt fent méar emlitettem.

Hatéarciklus Hatérciklus akkor jon létre, ha magara hagyunk egy csillapitatlan, nem gerjesztett rendszert.
Ilyenkor egy teljesen szabalyos periodikus mozgas jon létre, amely a fazistérben egy ellipszisként vagy korként
jelenik meg. Ilyen példaul a csillapitatlan harmonikus oszcillator esetén fordul els. Ilyenkor két dimenzidban a
Jacobi-matrix sajatértékei tisztan képzetesek (az ilyen fizpontot gyakran nevezik centrumnak is).

Kiilonos attraktor Ez az attraktor a nevét onnan kapta, hogy a szerkezete fraktalszerd. Leggyakrabban
kaotikus rendszerek esetén fordulnak el (pl. jelen esetben, vagy a kézismert Lorenz-attraktor, amely egy at-
moszférikus dramldst leird modellhez tartozé attraktor), de léteznek nemkaotikus kiilonos attraktorok is. Az
ilyen attraktorral rendelkezs rendszerek lokélisan instabilak, de globalisan stabilak. Azaz ha kiilonb6z6 ponto-
kat vizsgdlunk, azok egymaéstodl eltavolodhatnak, de végig az attraktoron maradnak. A most vizsgalt rendszer
attraktora szerintem kiilondsen szép és a kovetkezs abran lathato.
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14. dbra. Féazistérbeli trajektoria
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4. (")sszegzést

Ennek a tulajdonsagait lehetne még tovabb vizsgalni, példaul a komplexitas jellemzésére szokas kiszamolni az
attraktor fraktaldimenziojat, illetve a viselkedés el6rejelezhetetlenségének mérésére az tn. Ljapunov-exponenst,
de ezek sajnos mind olyan problémak, melyek numerikus vizsgilata az én jelenlegi tudasomat meghaladjak,
valamint messzire vinnének az eredetileg targyalt tématol (amitél mdr igy is elég messze vetédtink), azaz négy
faj egy kozos erdforrasért versengésének leirasatol.

Bar ezen irdsomban sajnos nem sok hely jutott a kiilonb6z6 populaciddinamikai gondolatok boncolgatéasara,
hiszen végig numerikus vizsgalatokrol, kaotikus dinamikérdl és stabilitasvizsgalatrol beszéltem, de remélhetSleg
jol példéazza a téma szertedgazasit, amit a bevezetSben is irtam. Hiszen alapvetGen egy egyiittélési problémabol
indultam ki, amibdl aztan eljutottam a fizikdnak egy nagyon szép és érdekes teriiletére, amely teriilet eredményeit
felhasznéltam egy nem fizikai rendszer vizsgalatara.
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