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Bevezetés

A legalapvetobb 0Okologiai modellek az egyedek egymashoz viszonyitott térbeli
elhelyezkedésének az egyedek kozti kdlcsonhatasokat befolyasold szerepétdl eltekintenek és
csak egy, a statisztikus fizikaban is gyakran alkalmazott atlagtér jellegli kdzelitésben szemlélik
a kérdéses populacidkat. Munkam célja az atlagtér-kozelitésen tallépd, a versengd populaciok
viselkedését az egyes egyedek folytonos sikban elfoglalt pozicidinak és a szomszédsagi
viszonyoknak a figyelembevételével parkozelitésben leir6 matematikai modell kidolgozasa (2.
¢és 3. fejezet), illetve a kapott eredmények Monte Carlo szimulacidval torténd vizsgalata (4.

fejezet) volt.

A modellben az élettér folytonossagat egy négyzetracs felosztisanak minden hatdron tuli
finomitasaval kozelitjiik, az egyes egyedeket egy-egy Kis cellahoz rendeljiik. A mar meglévd
egyedek elmozduldsat a modell nem engedi meg, a populacid diszperzidja csupan azaltal
valésul meg, hogy az utddok a sziilgjiiktol tavolabbi poziciokban is 1étrejohetnek. Az egyedek
elhelyezkedését is szem el6tt tarto, térben explicit leirds alapja, hogy az egyedek szdmanak
vizsgalata két szinten zajlik: nem csak az atlagosan jelen 1év6 egyedeket tekintjiik, hanem az
¢l6hely kiilonbozo pontjai kdzotti kovariancia figyelembevételével nyomon kovetjiik az egyes
cellak egyedszamanak az atlagostol vald varhato eltéréseit is. Jelen dolgozat célja specialisan
egy olyan hataresetnek a vizsgalata, amelyben az ¢l6helytil szolgalo celldk atlagos betdltottsége

iddben lassan valtozik a populacio parkorrelaciokkal leirt strukturaltsagahoz képest.

A rendszer idofejlddése egy sztochasztikus folyamaton alapszik, melyben a populacio
egyedeivel haromféle esemény torténhet: a tobbi egyeddel folytatott versengéstdl fiiggetlentil
vagy a (modellben nem meghatarozott okbol zajlo) kompetici6 hatasara elhalalozhatnak, avagy
utddot hozhatnak 1étre. Az utobbi két jelenség az, amelyre az egyedek elrendezddése kihatéassal
van. A modell alapvetd feltevése a parkdlcsonhatasnal dsszetettebb interakciok elhanyagolasan
kivil az izotropia ¢és a madasodrendli stacionaritas érvényessége, amelyek egyiittes
eredményeképp az emlitett két esemény lejatszodasat az egyedek konkrét pozicidi nem, csak

az egymashoz viszonyitott tavolsaguk befolyasolja.

Adja magat az az elképzelés, miszerint az egymastol tdvolabb 1évo egyedek csak kisebb
mértékben versengenek egymassal, illetve az utdodok jellemzden a sziiléhoz kozelebb
keletkeznek. Ennek megfelelden a versengésbdl fakado haldlozas valdszinliségét és az utddnak
a szilotdl vett tavolsaganak alakuldsat a tavolsag ndvelésével lecsengd valdszinliségi

stiriségfiiggvényekkel irhatjuk le. Amennyiben ettdl a tavolsagfiiggéstdl eltekintiink és



konstans, vagy a tavolsaggal csak nagyon lassan valtoz6 stirtiségfliggvényeket valasztunk,
akkor visszakapjuk az atlagtér-kozelitést. A szimuldciok segitségével ezen tilmenden
kimutattam azt is, hogy az atlagtér-kozelités eredményei adodnak abban az esetben is, ha a
kompeticios és a diszperzids strtiségfiiggvény koziil csak az egyik fliggetlen a tavolsagtol. A
versengés ¢€s a diszperzio egyidejli térbeli korlatozottsiga mellett viszont az atlagtér-
kozelitésben varhatonal kisebb egyensulyi egyedszamok alakultak ki, mivel ilyen esetekben
még a populacié viszonylag kis Osszlétszama mellett is lokalisan siiri marad a populécio,
aminek kovetkeztében az egyedszam lecsokkenésének ellensulyozasahoz sziikséges ritka elony

nem tud annyira érvényesiilni.

1. A versengéssel kapcsolatos korabbi modellek (irodalmi
attekintés)

Az egyedek kozotti versengést leird modellekben az atlagtér-kozelités 1ényege, hogy az egyes
egyedeket hatraltato kompeticios hatast ugy adjuk meg, mintha minden egyedet csak a jelen
1év6 Osszes tobbi egyed miatt atlagosan jelentkezO hatas érné, amely az 6sszes eredeti
kolcsonhatast helyettesiti. Ennek az atlagos kolcsonhatasnak a bevezetésével a kérdéses
sokszereplds rendszer egy lényegesen egyszeriibb problémara vezethetd vissza, amelyben
minden egyes egyed csak egyetlen, csupan a populacid teljes 1étszamatol fiiggd, kiatlagolt

kolcsonhatasban vesz részt.

Az alabbi fejezet elsé része attekintést nyujt a versengé fajokat leird legalapvetobb, atlagtér-
kozelitést alkalmazo modellekrdl [1], melyekben az egyes egyedeknek az adott él6helyen beliili
elhelyezkedésének nem tulajdonitunk jelentdséget, és csak a populaciok teljes létszamara
vonatkozoan igyekszlink megallapitasokat tenni. Az egyediiliként jelen 1évd faj 1étszamanak
ido6fejlodését leiro logisztikus novekedés, valamint a tobb fajra vonatkozo kompetitiv Lotka—
Volterra-modell ismerete a dolgozat szempontjabol azért is 1ényeges, mert az atlagtér-kozelités
a 2. és a 3. fejezetben kidolgozott, az egyedek kozotti szomszédsagi viszonyokat mar
figyelembe vevd leirasnak egy fontos hataresetét képezi, amely hatareset vizsgalata a 4.

fejezetben taglalt szimulaciok ellendrzésének kardinalis pontja volt.

A fejezet mésodik része a racson helyet foglald egyedekbdl all6 populdciot a lehetd
legegyszeriibb, tovabbra is térben implicit médon leirdé Levins-modellt [1,2] ismerteti,
amelyben az egyes egyedek egymdshoz képesti elhelyezkedése még nem befolydsolja a
rendszer viselkedését. Emellett bemutatasra keriilnek korabbi eredmények [2] arra

vonatkozoan, hogy a Levins-modellhez képest mennyiben mas egyensulyi allapotokat kapunk
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akkor, ha az utédok csak a sziil6jiik celldjaval szomszédos poziciokban johetnek 1étre. Ez a
késobbieket illetden azért lesz fontos, mert a 4. fejezet egyetlen faj jelenlétében végzett
szimulacios vizsgalatainak targyat képezte a terjedés és a versengés térbeli korlatozottsdganak

az egyensulyi egyedszamra gyakorolt hatasanak feltérképezése is.

1.1. Exponencialis és logisztikus novekedés

Egyetlen populacié egyedszamanak alakuldsat legegyszeriibben az exponencialis ndvekedés
modellje irja le. Az ebben alkalmazott legfontosabb kozelités annak a feltételezése, hogy
minden sziikséges forrds korlatlan mennyiségben rendelkezésre all €s a faj terjedésének térbeli
korlatok sem alljak utjat, azaz az egyedek 1étszama, illetve az egyedsiiriiség nem befolyasolja
a populacié méretének novekedési vagy csokkenési litemét. Ennek megfeleléen a populacio
egyedszamdnak egy egyedre vonatkoztatott, iddegységre vonatkozd megvaltozasaval
megegyez0 r novekedési rata tetszéleges egyedszam mellett ugyanaz a konstans érték. Az N
egyedbdl allo populacio egységnyi id6 alatti 1étszamvaltozasat ekkor egyszeriien r - N adja
meg, igy az egyedszam id6fuggése az (1.1.1) egyenlet megoldasa utan adott N(t = 0) = N,
kezdeti feltétel mellett az (1.1.2) fliggvénnyel irhat6 le. Az r < 0 esetben exponencialisan fogy,
0 < r esetén pedig exponencialisan nd a populacié létszama.

an _ -
S=r-N (1.1.1)

N(t) =N, - et (1.1.2)

Valo6jaban az egyedszdm exponencidlis ndvekedése csak kis 1étszamok mellett kozeliti jol a
tényleges viselkedést. Az egyedszam novekedésével ugyanis a populacio kornyezetében
rendelkezésre allo erdforrasok mennyisége csokken, az egyedek kozt versengés alakul ki
ezekért. Emiatt a populacid gyarapodasa fokozatosan mérséklddik, mig végeredményben az
egyedszam bedll egy, a kornyezeti lehetdségek altal meghatarozott maximalis értékre, azaz —

az exponencialis modellben josoltakkal szemben — nem n6het akdrmilyen nagyra.

Az erdforrasok limitaltsdganak a populacid novekedését korlatozd hatdsat ugy vehetjiik
figyelembe, ha a populacid6 novekedési ratijat az egyedszam fliggvényének tekintjiik. A
fentiekben megfogalmazottak alapjan az r(N) fliggvényt monoton csokkendnek kell valasztani.
A legegyszeriibb, ha az r novekedési rata N egyedszamtol valo fliggését linearisnak tekintjiik,
ahogy az (1.1.3) Osszefliggésben is lathato. Itt a maximalis novekedési ratat r, jeloli, K pedig

az un. eltartoképesség, vagyis a populacio egyensulyi egyedszama, amelyre az r(K) = 0



egyenldség teljesiil. Az (1.1.1) egyenletben a konstans novekedési rata helyére az (1.1.3)

fliggvényt behelyettesitve kapjuk a logisztikus novekedést leir6 (1.1.4) differencidlegyenletet.

rV) =7, (1-%) (1.1.3)
S=r-(1-%)-N (1.14)

A logisztikus novekedés (1.1.4) egyenletét adott Ny, 1y €s K paraméterek mellett megoldva az
1.1.1. abran lathatéakhoz hasonld lefutdsu gorbéket kapunk. A szemléletesség kedvéért
szerepel a grafikonokon az adott logisztikus gorbe kezdeti szakaszahoz illeszkedd
exponencialis lefutasu fiiggvény is. Ezeken jol megfigyelhetd, hogy mig kis egyedszamoknal
élhetiink az r =~ ry kozelitéssel, addig nagyobb 1étszamok mellett mar az r = r, - (1 — Ny/K)
novekedési rataji exponencialis gorbe lesz az, amelyik a kérdéses logisztikus szakasszal egyitt
halad. Hosszl tdvon azonban az exponencidlis és a logisztikus gorbe eltdvolodik egymastol: az
exponencialis novekedés modelljében a populacié a végtelenségig né vagy kihal, mig a
logisztikus novekedésti populacié tetszéleges nemnulla kezdeti 1étszamrol indulva a K

egyensulyi értékhez tart.
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1.1.1. abra: Egy populdcio teljes egyedszamdanak idofejlodése exponencialis és logisztikus

novekedeés feltételezése mellett. Az r és az ry paraméterek 1/iddegység dimenziojuak.

1.2. A kompetitiv Lotka—Volterra-modell
Tobb faj egyiittélése esetén eldfordulhat, hogy az ezek altal elfoglalt 6kologiai fiilkék (niche-k)
egymassal atfednek, azaz bizonyos kornyezeti erdforrasokat egyszerre tobb populdcid is

felhasznalna. Mivel a forrasok csak limitalt mennyiségben allnak rendelkezésre, igy ezek



megszerzéséért az egyedeknek versengenie kell egymassal. Tobb faj jelenlétében az egy-egy
fajon beliili intraspecifikus kompeticié mellett a kiilonb6z6 fajok kdzotti versengés, azaz
interspecifikus kompeticio is kialakul, amely altal az egyes fajok populaciéi korlatozzak
egymas novekedését, igy a végiil kialakulo egyensulyi 1étszamokat a kiilonb6z6 fajok kozotti
kolcsonhatas is befolyasolja. Jelesiil, a kompeticid az Osszes részt vevé populacid ndovekedési
ratajat csokkenti, hatdsara — amennyiben meg tud valosulni tartdos koegzisztencia —
végeredményben egyik faj populacidja sem éri el azt a maximalis egyedszamot, ami a tobbi faj
jelenlétének hianyaban a populacio egyensulyi méretét jelentené, illetve esetenként a versengd
fajok egy része teljesen kihal (kompetitiv kizarodas). A tartds egyiittéléshez sziikséges, hogy
az interspecifikus kompeticid csak mérsékelt hatast gyakoroljon a kérdéses populaciokra, ami
a fajok sziikségleteinek kellé mértékii elkiiloniilése, vagyis a niche-k szétvalasa altal valosulhat

meg.

A kompetitiv Lotka—Volterra-modellhez a logisztikus ndvekedés elméletének tobb fajra vald
kiterjesztésével juthatunk el. A Lotka—Volterra-modellben F darab faj versengése esetén az i-
edik (i = 1,2, ..., F) faj N; 1étszamanak id6figgését az (1.2.1) differencialegyenlet megoldasa
adja meg. Ezen jol latszik, hogy tetszdleges faj teljes r; ndvekedési rataja (a zardjelen beliili
kifejezés) az Osszes jelen 1évd faj egyedszaménak fiiggvénye. Az egyes fajok maximalis
novekedési ratajat ry; jeloli. Ezen kivill bevezetjik az a;; (i,j = 1,2,...,F) kompeticids
egyutthatokat, melyek a kompeticié er8sségét mérik: minél nagyobbak az a;; tényezdk, annal
ersebben gitoljak egymds szaporodasat az egyes egyedek a versengés altal. Az a;; egyiitthato
a j-edik faj egy egyede altal az i-edik faj ndvekedési ratdjara gyakorolt hatast jellemzi. A két
azonos indexszel rendelkezd a;; szorzok az egy fajon beliili, vagyis intraspecifikus kompeticiot
irjdk le, mig az i #j esethen a;; a kiilonbozd fajok egyedei kozétti, interspecifikus
kompeticiora vonatkozik.

dN;
d_tl _ (TOi _ Zi:l a; - N]) “N; (1.2.1)

crer

Volterra-modell az (1.2.2) és az (1.2.3) egyenletbdl all6 egyenletrendszerrel irhatd fel. A

tovabbiakban ezt a rendszert vizsgaljuk meg részletesebben.

dN

d_tl = (ro1 — @11 Ny — g3 Np) - Ny (1.2.2)
dN,
T (roz2 — @zq " Ny —azz - Np) - N, (1.2.3)



Az egyes fajokra kiilon-kiilon vonatkozo K; és K, eltartoképességet az (1.2.4) és az (1.2.5)
egyenletek adjak meg. Amennyiben az egyik faj tulsagosan hatraltatja a masikat, kompetitiv
kizarodas kovetkezik be, vagyis az egyik populacid teljesen kihal, majd a masik — immar
egyediil jelen 1év6 — faj mérete a logisztikus novekedésnek megfeleléen bedll a szdmara a

kornyezet altal lehetové tett maximalis K; (i = 1,2) egyedszamra.

rl(Nl = Kl' NZ = 0) =0 — o1 — 11 K1 =0 — K1 = ;L; (124)
TZ (Nl = 0, Nz = Kz) =0 — TOZ - azz - Nz =0 — Kz = ;LZZZ (125)

A tartés egyiittélés megvalosulasanak elégséges feltétele, ha az éppen a kihalas kozelében 1évo
faj 1étszama mindig novekszik (névekedési rataja pozitiv), azaz barmelyik faj el tud terjedni
egy, a masik faj altal dominalt populacioban. EKkor k6lesonos invazivitasrol beszélhetiink, ami

matematikailag az (1.2.6) és az (1.2.7) egyenl6tlenségek egyidejli teljesiilését jelenti.

N1 ~ 0, NZ = K2 éS 0< T01 — a1 N1 — a3z N2 > 212Kz <1 (126)

To1

az1°K

N1 = Kl’ N2 = 0és0< Toz — 21" N1 — Qyy N2 <1 (127)

To2

Az (1.2.6) és az (1.2.7) relacidkat Osszevonva ¢és az egyes fajokra vonatkozo K; és K,
eltartoképességeket az (1.2.4) és az (1.2.5) képletbdl behelyettesitve a kdlesonds invazivitas két
feltétele 0sszességében az (1.2.8) vagy az (1.2.9) egyenldtlenséggel irhato fel.

Gz K 22 (1.2.8)

a;n Kz o ap

Sz T o2 (1.2.9)

az2 To2 a21

A K /K, és az 1y, /7y, hanyados csak akkor eshet a fent megadott intervallumokba, ha a
kérdéses intervallumok als6 hatédra a felsé hatarnal kisebb érték. Ez a kikotés az (1.2.8) és az
(1.2.9) kifejezésbol egyarant az (1.2.10) osszefiiggésre vezet, ami a negativ gyakorisagfiiggés
kritériuma. A negativ gyakorisagfiiggés azt jelenti, hogy egy faj relativ gyakorisdganak
csokkenése a faj novekedési eldnybe keriilését eredményezi (ritka elény). Az (1.2.10) relacio
szemléletesen azt fejezi ki, hogy az egyiittéléshez a kiilonb6z6 fajok kozti versengésnek
gyengébbnek kell lennie, mint az egy-egy fajon beliilinek, vagyis az egyes fajok novekedési
ratdjanak a sajat egyedszdmukra érzé¢kenyebbnek kell lennie, mint a kompetitor faj 1étszamara.
Ez pedig valojaban megegyezik a negativ gyakorisagfiiggés jelenségével, ugyanis ha egy faj

elszaporoddsa jobban csokkenti a sajat novekedési ratajat, mint a kompetitor fajét, akkor



amennyiben a szoban forgd faj 1étszama kicsi, az nagyobb elényt jelent sajat maga szamara,

mint a kompetitor fajnak, azaz a ritka faj elénybe keriilhet a nagyobb Iétszamuval szemben.

Sz o (1.2.10)

d11°A22

Osszességében altalanosan az mondhato el, hogy a tartds (stabil) koegzisztencianak elégséges
feltétele a kdlcsonds invazivitds, aminek pedig sziikséges feltétele a negativ gyakorisagfiigges.
Belathaté azonban, hogy a kompetitiv Lotka—\Volterra-modellben ha létezik olyan egyensulyi
pontja a rendszernek, amelyben a kiilonb6zo fajok egylitt élnek, akkor a negativ
gyakorisagfiiggés (1.2.10) kritériumanak teljesiilése mar garantalja az egyiittélés stabilitasat és
nem sziikséges a kdlcsonds invazivitas (1.2.8) és (1.2.9) feltételeit is megvizsgalni. Az (1.2.2)
¢és az (1.2.3) egyenletbdl 4llo egyenletrendszer altal leirt két fajra vonatkozé kompetitiv Lotka—
Volterra-modellben a rendszer hosszt tava viselkedésének lehetdségeit az 1.2.1. abra foglalja

0ssze.

1.2.1. abra: Egyiittélés és kompetitiv kizarodas lehetoségei a két fajra vonatkozo kompetitiv

Lotka—Volterra-modellben.

A kiilonboz6 egyensulyi allapotok jol szemléltethetdek az egyedszamok N; — N, fazisterében.
Mivel egyenstlyban egyik faj létszama sem valtozik, vagyis 77(Nye, Noe) =0 és
75 (N1, Nye) = 0, igy az Ny,, N,, egyensulyi egyedszamokat az N, — N; fazistérben felrajzolt
r;(Ny,N,) = 0 (i = 1,2) egyenleti nulla novekedési izoklinak metszéspontjanak koordinatai
adjak meg —amennyiben ez az (N;,, N, ) metszéspont a fazistér 0 < N, 0 < N, tartomanyaba
esik. Ha a metszéspontbol N;, < 0 adodik, akkor — mivel valojaban nem lehet negativ egy

populacid 1étszama — az id6fejlodés soran az 1. faj kihal, mig az N,, < 0 esetben a 2. faj
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egyedszama all be idével a 0 értékre, ezt kovetden pedig a tilélé (dominans) faj a szamara

elérhetd maximalis K; 1étszamra gyarapodik, és ott stabilizalodik.

A fazistér elsé siknegyedében 1€vé metszéspont viszont mindenképpen valamilyen egyenstlyi
pontja a rendszernek. Az egyensuly stabilitdsa egyszerlien megallapithaté az N; — N,
fazisterében felrajzolt nulla ndvekedési izoklindk vizsgalataval. Ehhez azt szlikséges latni, hogy
a fazistérnek egy adott faj nulla ndvekedési izoklinaja feletti tartomanyaban a szoban forgo faj
l1étszama csokken, a nulla novekedési izoklina alatti részen pedig né. (Példaul az 1. fajra
vonatkozo, r;(Ny,N,) =191 — @11 - Ny — a4, - N, := 0 egyenletii nulla névekedési izoklina
folé, azaz nagyobb N; és N, értékek felé menve r; < 0 lesz, az izoklina alatti részen, a kisebb

N, és N, egyedszamoknal pedig 0 < r;adodik.)

Tekintsiik elsdként az instabil egyensuly esetét! Az ennek megfeleld fazisteret mutatja be az
1.2.2. abra. Az ezen szerepl6 izoklinak pozitiv gyakorisagfiiggést mutatnak: kis N, értékekre
az 1., mig kis N, egyedszdmok mellett a 2. faj nulla névekedési gorbéje a masik izoklina ala
keriil, azaz mindkét esetben a tobbségben 1évé populacido novekedési rataja a nagyobb. Az
éppen kisebbségben 1évo faj mindig hatranyba keriil a dominéns populacioval szemben, ezaltal
az egyensulyi ponthoz tartozd Ni., N, egyedszamoktol valdo barmilyen kis eltérés végiil

valamelyik faj kihaldsdhoz vezet.
N,

K; =192/ a5,

To1/ 12

To2/ Q21 Ky =101/

1.2.2. abra: Pozitiv gyakorisagfiigges esetén instabil egyensulyi pontja van a rendszernek. A

s rer



Specialisan, ha éppen az egyensulyi pontnak megfeleld kezddallapotbdl inditjuk el az
idofejlodést, akkor a rendszer végig a kiindulasi allapotban marad. De a valoésagban persze a
populaciok méretére hatd tényezok nem teljesen allandoak, igy a koegzisztencia ez esetben csak
egy elméleti lehetdség, ténylegesen nem marad fent mindkét faj hosszu tdvon. Az, hogy végiil
melyik faj gy6zedelmeskedik és melyik hal ki, az Ny ; és N, , kezdeti egyedszamok fliggvénye.
Ezt mutatja be az 1.2.3. abra, amelyen magenta szinnel szerepelnek az instabil egyensulyi pont
koordinatainak megfeleld N, ; kezdeti értékekkel inditott gorbék is. Az abran jol lathato, hogy
egyediil ezeknél valosul meg tartdosan a két faj egyiittélése, mas kezddértékhez tartozod gorbék
pedig sosem allnak be ebbe az egyensulyi allapotba, még akkor sem, ha az egyensulyhoz kozeli
allapotbol indulnak. Kelléen hosszu id6 utan mindig csak az egyik populacido van jelen,
amelynek mérete a masik kihaldsa utan természetesen eléri a szamara megengedett maximalis

K; érteket.

500 — —
450 | N1(t)2 NO,1=145 NO,2=294
Nz(t)l NO,1=145 N0’2=294
400 + 1('(): NO,1=146 NO,2=294
Nz(t)i NO,1=146 NO,2=294
350 F 1(t): NO,1 147 N0’2=294
200 Nz(t)i NO,1 147 N0’2=294
N1(t)2 NO,1_148 NO,2=294 —
= 250 F Nz(t)i NO,1 148 NO,2=294
N1(t)2 NO,1 149 N0’2=294
200 + N2(t) NO,1=149 N0’2=294
150 &=
100
50 \
0 ! \ 1 I
0 50 100 150

1.2.3. abra: Az egyedszamok iddfejlédése az N;, = 147.0588, N,, = 294.1176 instabil
egyensulyi értékekkel megegyezo (magenta), illetve az egyensulyi ponthoz kozeli N ;

kezdoértékek esetén.
To1 =702 = 0.8 ]/ldé’egység, K1 = Kz =500 db, a1 = 00016, a1y = 000192,
yy = 0.00224, tty, = 0.0016 1/idbegység



Ha a nulla novekedési izoklinak metszéspontja a fazistér elsé siknegyedébe esik €s teljesiil a
negativ gyakorisagfiiggés (1.2.10) kritériuma, akkor a metszéspont globalisan stabil egyensulyi
pontot jelent, amelyben a fajok tartdsan egyiitt €lnek. Ezt az esetet mutatja altalanosan az 1.2.4.

abra. Itt kis N; értékekre a két nulla ndvekedési gorbe kozti részen 0 < r; és r, < 0, mig Kis

cres

mérete no, a tobbségben 1€vo populéacid egyedszama pedig csokken, azaz a ritka faj elényben

van a gyakoribbhoz képest.
N,

To1/ @12

K, =145/ 3,

r,(Ny,N;) =0

N,
Ki =1y1/ay;y  Toz/ A

1.2.4. abra: Negativ gyakorisagfiiggés esetén stabil egyensulyi pontja van a rendszernek. A

s rer

Az egyensulyi pont globalis stabilitdsa azt jelenti, hogy tetsz6leges, nullatol kiilonb6zd Ny ;
(i =1,2) kezdoértékekbdl kiindulva végiil mindig a nulla ndvekedési izoklinak
metszéspontjanak megfeleld 4allapotba jut a rendszer. A kezdeti feltételek csupan azt
befolyasoljak, hogy milyen allapotokon keresztiil, illetve mennyi 1d6 alatt éri el a rendszer ezt
az egyensulyi allapotot. Ezt szemlélteti az 1.2.5. abra. Kihangstilyozando, hogy bar ebben az
esetben mindkét faj fennmarad, de a versengés kovetkeztében egyik faj populacioja sem éri el
azt a maximalis K; 1étszamot, amivel interspecifikus kompeticioé nélkiil, egyediil jelen 1évo

fajként rendelkezne.
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450 —

N,(U: Ny =100 N, =50
N,(0): N (=100 N, ,=50
N,(0: Ny =200 N, =50
N,{t): Ny =200 N =50
N, (8 Ny =300 N, =50
N,(: N (=300 N, =50
N,{t): N, ;=400 N, =50
N,(: Ny =400 N, =50
N, (0 Ny =500 N, =50
£ NUJZEOO NO.ZZSD

N,

U] 5 10 15 20 25 30 35 40 45

1.2.5. dbra: Az egyedszamok idofejlodése globalisan stabil egyensulyi ponttal rendelkezo
rendszer esetén kiilonbozo Ny ; kezdoértékekrol indulva.
Toi = Toy = 0.8 l/idéegység, Ky, = 500, K, = 600 db, ay; = 0.0016, a;, = 0.00096,
ayq = 0.00107, @y, = 0.0013 /idéegység

Természetesen a kdrnyezet jellemzdi a valosdgban nem rogzitettek, emiatt ahhoz, hogy mindkét
faj valoban tartosan egyiitt tudjon €lni, sziikséges, hogy a stabil egyensulyi allapot ne sziinjon
meg akkor sem, ha a populaciok 1étszamait befolyasolo tényezOk valamelyest megvaltoznak.
Azt, hogy milyen mértékli valtozast képes még elviselni a két populaciobodl allo életkozosség,
mekkora valtozasok hatdsara omlik 0ssze a stabil koegzisztencia, az egylittélés robusztussaga

jellemzi.

A negativ gyakorisagfiiggés (1.2.10) feltétele kapcsdn mar szerepelt az a megallapitas,
miszerint a koegzisztencia tartossagahoz sziikséges, hogy a kiilonb6z6 fajok csak mérsékelten
hassanak egymadsra. A kolcsonds invazivitds (1.2.8) és (1.2.9) kritériumait tekintve pedig
lathato, hogy az a;, €s az a,; egyiitthatok értékét csokkentve — vagyis az interspecifikus
kompeticid hatdsat mérsékelve — kiszélesedik az az intervallum, amelybe esé K, /K,, illetve
701/ 702 hanyados esetén még megvalosulhat a stabil egyiittélés. Ekkor a K; és az ry; (i = 1,2)
paraméterek nagyobb ingadozasa mellett maradhat fent hosszl tdvon a koegzisztencia. Minél

kisebb az (aq, * @,1)/ (a1 - a32) hanyados, azaz minél er6sebb a negativ gyakorisagfiiggés és
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nagyobb a ritka elOny, annal kevésbé szigoru feltételt szab meg az (1.2.8) és az (1.2.9) relacio

a K, /K, és az 1y, /1y, értékre nézve és annal robusztusabb egyiittélésrol beszélhetiink.

Masrészrol viszont, ha 1 f61é noveljiik az (a4, - a31) /(@11 - ay,) tort értékét, akkor megsziinik
anegativ gyakorisagfiiggés €s instabilla valik az egytittélés. A hataresetben, amikor a4, - a51 =
= Qqq " Ay, aZ N; — N, fazistérben felrajzolt két nulla novekedési izoklina egymassal
parhuzamos lesz, tehat csak akkor lesz k6z0s, azaz egyiittélési allapotot megado pontjuk, ha a
két izoklina egymassal egybeesik. Ez a neutralis koegzisztencia jelensége, amikor az egyiitt €16
rendszerben az egyedszdmok ardnya rogzitett, de a konkrét egyedszamokat csak a
kezdofeltételek hatarozzak meg, hiszen az egybeesd izoklinak barmely pontjaban lehetséges az
egyiittélés. Fontos megjegyezni azonban, hogy a paraméterek ingadozasa mellett ez a fajta
koegzisztencia egyaltalan nem tekinthet6 tartosnak. Ugyanis ha aq, - ap; = @41 * @y, akkor
A2/ = Aq11/Q21, igy a kolesonds invazivitas (1.2.9) feltétele az 1y, /1y = @12/
megszoritast adja, igy egy adott ry; maximalis novekedési rata esetén csak egyetlen konkrét ry,

érték lesz az, amelynél a két izoklina egybeesik. (Ugyanez igaz K; és K, viszonyara is.)

A robusztussag, illetve annak hidnya matematikailag szemléletesebbé tehetd, ha a két fajbol
allo rendszer novekedési ratajat az (1.2.11) osszefiiggéssel, vektorosan irjuk fel. Az egyensulyi
egyedszamok N, vektora ekkor az r(N) = 0 egyenlet megoldasaként az (1.2.12) képlettel
fejezhetd ki. Errdl leolvashato, hogy csak akkor valdsulhat meg az egyiittélés, ha 0 < deta. A
determindns definicidja alapjan ebbdl az egyiittélés feltételére az (1.2.13) egyenl6tlenség

adodik, amibdl atrendezés utan visszakaphatjuk a negativ gyakorisagfiiggés (1.2.10)
kritériumat. Az (1.2.12) egyenléségbdl az is latszik, hogy ha deta csékken, akkor az a1 matrix
elemei egyre nagyobbak lesznek, ezaltal az N;,, N, egyensulyi egyedszimok nagyon
érzékennyé valnak az 1y és 1y, értékekre. Ekkor a maximalis novekedési ratak kis valtozasa is

nagyon messzire juttathatja a rendszert az eredeti egyensulyi allapottdl, az egytittélés nem

robusztus.
= rl(NDNZ)) e oar (Tor) (@11 Qa2 (N1>
T(N) - (T‘Z(Nl, NZ) =T g N = (TOZ) (a21 a22) N2 (1211)
_ N1e — -1 _ 1 ayo —aqy . To1
Ne - (NZ@) - g ' T() - detg ) (_a21 all ) (’r‘oz) (1212)
0<apg-az—app-az (1.2.13)
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1.3. Az egyiittélés robusztussiga a novekedési ratak tetszoleges
egyedszamfiiggése esetén

Az egyensuly koriili lokalis linearizacio révén az egyiittélés robusztussdgara vonatkozoan a
Lotka—Volterra-modellben tett megallapitasok tetszOleges egyedszamfiiggésti novekedési
ratakkal rendelkez6 rendszerre Kiterjeszthetéek — ilyen értelemben a Lotka—Volterra-modell az

atlagtér-kozelités altalanos esetét reprezentalja.

Vizsgaljuk két faj esetét és tegyiik fel, hogy a novekedési ratak r(N) vektordnak megvaltozasa
az egyensulyi allapotot meghatarozo6 kornyezeti paraméterek kis valtozdsanak hatasara egy, az
egyedszamoktol fiiggetlen 6r = (8rq; 61y) vektorral irhaté le! Ekkor a megvaltoztatott
paraméterekkel rendelkezé rendszer novekedési rataja r'(N) =r(N)+ dr, az 4 N,
egyensulyi allapotban pedig ' (N,) = 0. Az eredeti rendszer r(N,) = 0 feltételt kielégit N,
egyensulyi allapotahoz képesti SN, megvaltozast bevezetve N, = N, + 6N,. Mindezeket
felhasznalva az (1.3.1) kifejezés megadja a rendszert jellemz6 paraméterek kis perturbacioja
utan el6alld ) egyenstlyi allapotra vonatkozo egyensulyi egyenletet. Bevezetve az (1.3.2)
képlettel megadott @ matrixot felirhatjuk az (1.3.3) sorfejtést, amelyet az (1.3.1) egyenletbe

behelyettesitve végiil az (1.3.4) képletet kapjuk az egyensulyi allapot megvaltozasara.

0=1'(Ny) =r(N,) + 6r =r(N, + 6N,) + or (1.3.2)
O 0
_ (%11 Q12 _ or _ _[ong on,
a= (a21 azz) = “onlyen, = o om (1.3.2)

ONy  ONz/
r(N,+6N,)=r(N,)—a-6N,=0—a- 6N, (1.3.3)
SN, =a ! 6r (1.3.4)

Az a matrix a Lotka—Volterra-modellben szereplé kompeticios matrix altalanositasanak
tekinthetd, hiszen a novekedési rataknak az egyedszamoktol valo fiiggését jellemzi. A Lotka—
Volterra-modellhez hasonldan az (1.3.4) Osszefiiggés alapjan itt is elmondhatd, hogy az a
matrix determindnsdval 0-hoz kozelitve a kornyezeti paraméterek kis valtozdsai egyre
erdteljesebben elmozditjdk a rendszer egyensulyi helyzetét, ezaltal veszélyeztetve az
egylittélést. Két versengd fajbol allo, atlagtér-kozelitésben leirt rendszerekre tehat altalanos az
a megallapitas, hogy ha az egyes fajok novekedési rataja a sajat fajtarsak és a kompetitorok
l1étszamara nagyjabol ugyanannyira érzékeny, vagyis az intraspecifikus kompeticié hatdsa nem

haladja meg jelentsebben a fajok kozti versengését, akkor az egyiittélés robusztussaga elvész.
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1.4. A Levins-modell és a kontaktfolyamat

A logisztikus novekedés modelljével ekvivalens leirdast ad egyetlen faj egyedszamanak
1dofejlodésére vonatkozdan a Levins-modell. Ebben az ¢élohelyet M darab diszkrét cellara
osztjuk, melyek mindegyikében egy egyed élhet. Ekkor a populacid novekedését a szabad
¢élohelyek szdmanak limitaltsaga korlatozza, az egyedek tulajdonképpen a betoltetlen cellakért

versengenek egymassal.

Legyen az idOegység alatti kihalasok egy egyedre vonatkoztatott atlagos szama, azaz a
halalozasi rata egy konstans e érték! A populaciot ezenfeliil az egy egyed altal idoegység alatt
l1étrehozott utodok varhat6 szama, vagyis a szaporodasi rata jellemzi. A modellben az egyedek
térbeli elhelyezkedése csupan annyiban szamit, hogy 0j egyed mar foglalt cellaban nem johet
1étre — viszont az dsszes egyed azonos valoszintiséggel szaporodhat barmelyik tires cellaba. Ha
N egyedbdl all a populacio, tehat 6sszesen M — N darab iires cella van az éldhelyen, akkor
tetszéleges tires cella elfoglalasanak valdszintisége (M — N)/M =1 — N/M. Bevezetve az
ires helyek kolonizdcio 4ltali betoltddésére jellemzd ¢ kolonizécios ratat, az aktudlis
szaporodasi rata Osszességében ¢ - (1 — N/M) alakban irhatd. Mivel az idGegység alatti, egy
egyedre vonatkoztatott egyedszamvaltozast megadoé r(N) novekedési rata a szaporodasi és a
halalozési ratak (1.4.1) képlet szerinti kiilonbsége, az N egyedszam t id0 szerinti valtozasat az
(1.4.2) differencialegyenlettel irhatjuk le. A kapott dsszefiiggés analdg a logisztikus novekedés
(1.1.4) egyenletével: a K eltartoképesség az r(N = K) = 0 egyenlet (1.4.1) képlet esetén
érvényes megoldasaként az (1.4.3) kifejezéssel, a teljes élettér betdltetlensége esetén adodo
maximalis ndvekedési rata pedig egyszeriien az (1.4.4) Osszefliggéssel fejezhetd ki a Levins-

modellben felhasznalt paraméterekkel.

r(N =c-(1-3)—e (1.4.1)
‘;—’:=[c-(1—%)—e]-1v (1.4.2)
K=M-(1-%) (1.4.3)
rn=c—e (1.4.4)

Szokas az (1.4.2) egyenletet az N egyedszam helyett a celladk n = N/M betoltottségével is
felirni, ekkor az (1.4.5) differencialegyenletre jutunk. Ez alapjan az i = K/M egyensulyi
betoltottséget — amelyre dn/dt = 0 — az (1.4.6) képlet adja meg. Az itt bevezetett A = c/e
hanyados a terjedési rata, ami a két versengd folyamat, vagyis kolonizacié és a kihalas relativ

erdsségét méri. Az (1.4.6) eredmény fontos tanulsaga, hogy az egyensulyi rendszerben az
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¢lhely cellainak 1/4 hanyada tiresen marad — a c¢/e arany csokkentésekor az egyensulyi
populacié egyre ritkabba valik, majd a A = 1 érték elérésekor a populacié kihal.

dn

E—[c-(l—n)—e]-n (1.4.5)

a_1-_8-1_1
A=1-2=1-= (1.4.6)

Az n. kontaktfolyamatban is a Levins-modellben bevezetett paraméterek irjak le a populaciod
jellemzdit, azonban itt a populacié terjedése korlatozott — szemben a Levins-modellben
alkalmazott atlagtér-kozelitéssel, mely szerint a populacio terjedése korlatlan, azaz az egyedek
tetszbleges lires helyen azonos valoszintiséggel hozhatjak 1étre az utddjukat. A legegyszeriibb
eset, ha egy négyzetracson az egyes egyedek kolonizéacios lehetdségeit a négy szomszédos
celljjukra korlatozzuk. Ezaltal az, hogy egy lehetséges utdd iires celldba keriil-e, és igy
ténylegesen létrejon-e, mar nem a teljes egyedszam (a teljes élettérre vett atlagos betoltottség),
hanem a szomszédos cellak betoltottségének fiiggvényévé valik. Ilyen esetben az egyedek
egymashoz kozel foglalnak helyet, csoportosulnak, igy egy ritka populacié utdédai szamara az
¢ldhely nagy része elérhetetlenné valik, és a kornyezet eltartoképességének csak egy kis
hanyadat képesek kihasznélni. Emiatt a teljes €lettérre nézve kis betoltottség mellett is lokalisan
viszonylag nagy egyedsurtiségek alakulnak ki, a sok egymashoz kozeli betdltott cella pedig
gatolja az egyedek szaporodasat. Végeredményben az atlagtér-kozelitésben varhato értékeknél
kisebb egyensulyi egyedszamok adodnak a kontaktfolyamatban — raadasul minél ritkabb

populécidt vizsgalunk, annal nagyobb eltérést kapunk a két modell eredményei kozott.

A Levins-modellben és a kontakt folyamatban kialakuld 7 egyenstlyi betoltottségnek a A
terjedési ratatol valo fliggését mutatja az 1.4.1. abra. Ezen jol megfigyelhetd, hogy mig az
atlagtér-kozelitésben a A, kihalasi kiiszobot a A = 1 érték jelenti, és ritka populacioknal az
(1.4.6) Osszefliiggésnek megfeleléen kozel linearis az 1 — A kapcsolat, addig a korlatozott
terjedés esetén érvényes A, kihalasi kiiszob 1-nél nagyobb érték, és a kihalashoz kozeli
allapotoknal az (1) fiiggvény hirtelen levag. Ez a levagas a statisztikus fizikabol ismeretes
kritikus fazisatalakuldsokhoz hasonloan az (1.4.7) Osszefiiggésben megadott modon, egy
hatvanyfiiggvénnyel irhato le. A kihalasba torténd atmenet ilyesfajta jellege a korlatozott
terjedésii populaciok esetén univerzalisan, a modell részleteirdl fliggetleniil igaz. A £ kritikus
exponens ugyan a dimenziészamtol fligg (két dimenzidoban f = 0.583), de az egyes celldk
allapotanak reprezentacidjatol (csak iires €s betoltott, vagy tobbféle allapot megkiilonbdztetése,

ezek diszkrét vagy folytonos valtozoval torténd leirdsa), a kdlcsonhatasok lokalizacidjanak
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konkrét megvalosulasatol (pl. mely cellakat tekintjilk szomszédosnak), vagy a racs

srer

Ao (A—2,)° (1.4.7)
god
[m]
[m]
(m}
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1.4.1. abra: Egyediilallo faj i egyensulyi egyedsiiriiségének a A terjedési ratatol valo fiiggése

atlagtér-kozelités (—) és korlatozott terjedés () esetén [2].

2. Az egy fajra vonatkozo modell

A 2.ésa3. fejezetben vizsgalt modell a [3] hivatkozas 20. fejezetében® leirt modell modositasa,
melynek célja a Lotka—Volterra-modell lehetd legegyszeriibb folytonos térbeli altalanositasa

volt.

A modelliink célja folytonos, homogén ¢€l6helyen €16, megkiilonboztethetd poziciokban helyet
foglalo, egymassal (a modellben nem meghatarozott okbdl kifolyolag) versengd egyedekbdl
allé populaciok viselkedésének leirasa. Az é€ldhelyiil szolgald folytonos sikot egy olyan
végtelen négyzetraccsal kozelitjiik, amelyben a celldk teriilete 0-hoz tart. Egy-egy egyed

pozicidja egy-egy ilyen celldba van rogzitve, az egyedek mozgasat a modell nem teszi lehetové

!Benjamin M. Bolker, Stephen W. Pacala, Simon A. Levin: Moment Methods for Ecological Processes in
Continous Space
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— a populacio térbeli terjedése csak azaltal valosul meg, hogy az utddok a sziiloktol tadvolabbi

pozicidkban is 1étrejohetnek.

A populaciok jellemzdit az idofejlédés soran kiilonféle véletlen folyamatok alakitjak a
modelliinkben. Ha torténik valami egy egyeddel, akkor ez haromféle esemény bekovetkezését
jelentheti: bizonyos valoszinliséggel egy egyed a tobbi egyed jelenlététdl fiiggetlentiil,
»spontan” modon elpusztulhat, esetleg egy vele egyiitt ¢l0 egyeddel vald versengés miatt
elhaldlozhat, avagy utédot hozhat 1étre. A rendszer allapotat meghatdrozo folyamatokkal
kapcsolatosan alapvetd kozelités, hogy a modell csak parkdlcsonhatasokat vesz figyelembe.
Ezen tilmenden ¢Ilni fogunk azzal a feltételezéssel, hogy a vizsgalt négyzetracs atlagos
betoltottsége (az atlagos egyedsiiriiség) idoben lassan valtozik a populacio parkorrelaciok altal

jellemzett térbeli strukturaltsagahoz képest.

Elsdként egyetlen faj jelenlétét tételezziik fel. Az ebben az esetben lehetséges eseményeket a
késObbiekben pontosan definialt, a modellben felhasznalt paraméterek feltiintetése mellett

szemlélteti a 2.1. abra.

X" )ZD :-»f D
T

aU(r)dr

2.1. abra: Az egy faj jelenlétében lehetséges események az oket leiro idoegységre vonatkozo
paraméterekkel: kompeticios hatasoktdl fiiggetlen elhaldlozas (bal oldalon), a versengésbol

eredoen bekovetkezo elhaldlozas (kozépen), uj egyed sziiletése (jobb oldalon).

2.1. Az atlagos egyedsiiriiség idébeli valtozasa

Osszuk fel a sikot h teriilett kis celldkra, melyek mindegyikében maximum 1 egyed élhet! A

crer

crer

AN (x) valtozasat kis At id6 alatt! Ez a valtozas a korabban emlitettek szerint harom folyamat

eredmeénye lehet, melyeket a kovetkezokben részletesen megvizsgalunk.
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,Spontan” haladl

Ha van egyed az x helyen 1évé cellaban, akkor ez az egy egyed a kompeticids hatasoktol
fliggetlentil is meghalhat. Ekkor az adott cellaban 1-rél 0-ra csokken az N (x) egyedszam, azaz
a ,,spontan” halalozas miatti egyedszamvaltozas negativ. Jeloljiik az idéegységre vonatkozdan
egy egyedre atlagosan juté halalozasok szamat megadd spontan halalozasi ratat u-vel! igy az
ebbdl a folyamatbol a rendszer aktualis allapota mellett, vagyis egy adott N (x) pillanatnyi érték
esetén idéegység alatt adodd egyedszamvaltozds ANy, (x)/At feltételes varhaté értéke a

(2.1.1) képlettel fejezheto ki.

R — NG u (2.1.1)

Halal a kompeticio miatt

A populaci6 egyedei az egymadssal valo versengés révén hatraltatjdk egymast, azaz a ,,spontan”
halalozas mellett beszélhetiink egy, a kompetici6 altal kivaltott haldlozasi eseményrol is. Két

egyed kozotti kompeticids hatas erdssége egy faj jelenlétében csak a kozottiik 1évo tavolsagtol

« ey

SN

tartomanyban, tehat a vizsgalt x ponttdl koriilbeliil » = |x — y| tavolsagra 1évé egyeddel
folytatott versengésébdl fakado halalozasi rataja az U(r) kompeticios strtiségfiiggvénnyel €s
az a kompeticios egylitthatoval a - U(|x — y|)dy alakban adhat6 meg. Itt kihasznaltuk, hogy
izotrop (forgasszimmetrikus) rendszer feltételezése esetén a versengd egyedek konkrét
elhelyezkedésétél nem, csak az x és az y poziciok kozti r tavolsagtol fligg a kompeticios

halalozés valdsziniisége.

Tegylik fel, hogy a vizsgalt At id6lépések nagyon rovidek! Ekkor egy iddlépés alatt varhatoan
nem kovetkezik be egynél tobb esemény, vagyis nagyon kicsi a valoszinlisége annak, hogy egy

Yy, €s egy ¥, # Yy, helyen 1évd két kiilonbozo egyed egyarant kifejti kompeticids hatasat az x

s

crer

crer
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kompeticids haldlozasi ratajat tigy kaphatjuk meg, ha az egyes a - U(|]x — y|)dy ratékat

Osszegezziik minden olyan y pozicidra, ahol van egyed, azaz ahol N(y) # 0.

Ezek alapjan az n(x) = N(x)/h egyedsiriiségnek a kompetici6 miatt bekdvetkezd
halalozasbol adodo, idéegység alatti megvaltozasanak — ami ez esetben is csokkenést jelent — a
rendszer egy adott allapotaban érvényes Any,(x)/At feltételes varhato értékére a (2.1.2)
egyenlet irhato fel, ahol az integralast a teljes sikra, minden lehetséges y helyvektorra el kell
végezni. A (2.1.2) egyenlet mindkét oldaladt beszorozva az egyes cellak h méretével és
kihasznalva, hogy barmely r = x, y esetén N(r) = h - n(r), a(2.1.3) 6sszefliggésre jutunk. Az
itt megjelend, a teljes sikra kiterjedd integral egy, az Osszes lehetséges y ponton végigmend
Osszegzéssé alakithatd a (2.1.4) egyenldség segitségével, melynek mindkét oldala az x helyen
1év6 egyeddel kompeticids kapcsolatba keriilni képes egyedek (a szomszédok) szdmat adja
meg. A (2.1.4) egyenlet felirasakor kihasznaltuk, hogy az integralasnal megjelené dy
feliiletelem nagysaga megegyezik a maximum 1 egyedet tartalmazo kis cellak h tertiletével. A

(2.1.4) képlet felhasznalasaval a (2.1.3) egyenlet a (2.1.5) kifejezéssé alakithato at.

AMXL(X) =-—nx)-a- fn(y) -U(lx — yDdy (2.1.2)

ANyn(¥) _ )

NT =—N>x)-a- fNTy U(lx — y)dy (2.1.3)
= [Ny = 3, N() (2.14)

AM0® = _N@) @+ B, N®) - U(lx = y]) (2.1.5)

Uj egyed sziiletése

Ha egy z pozicioban van egyed (N (z) # 0), akkor ez id6egység alatt varhatdéan f darab utodot
hoz létre. Az utdd létrehozasdhoz ebben a modellben nincs sziikség egyedek (sziilok) kozti
kolcsonhatésra, az egyes egyedek egymastol fliggetleniil szaporodnak. A sziilén kiviil jelen 1évd
egyedek csak azt befolyasoljak, hogy hol keletkezhet az utdd, ugyanis 01j egyed csak még be
nem t6ltott pozicidban jelenhet meg. Az utdd helyét megado D () diszperzios stirliségfliggvény
az izotropia miatt a kompeticios stirtiségfiiggvényhez hasonloan szintén csak a sziil6 és az utod
kozti r tavolsagtol fiigg: D(|x — z|)dz annak a valdsziniisége, hogy a z pozicid koriil egy dz

vektor altal megadott tartoméanyban 1€v6 sziil6 utédja éppen az x helyre keriil.

Ismételten feltételezve, hogy a At 1d6lépés tl rovid ahhoz, hogy ezalatt egynél tobb esemény
szamottevo valosziniliséggel végbemehessen, azt mondhatjuk, hogy Iényegében nem fordulhat

eld, hogy egy iddlépés alatt egynél tobb egyed ugyanabban az x pozicidban hozna létre utodot.
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A kiilonboz6 z pozici(')kbél az adott x helyre torténd szaporodasi események tehat egymést
megsziiletésének teljes valdsziniisége a kiilonb6z6 z helyekrdl az x pozicidba vald szaporodas

valoszinliségeinek Osszege.

Ha az x pozicio iires, azaz lehetséges, hogy ide 0j egyed sziilessen, akkor az n(x) = N(x)/h
egyedstriségnek a sziiletésb6l adodo, idGegységre vonatkoztatott megvaltozasanak
(novekedésének) Ang,(x)/At varhato értékét a (2.1.6) egyenlet adja meg. A (2.1.6) egyenletben
szerepld, a teljes élettérre kiterjedd integralas a (2.1.4) képlet alapjan egy h-val valo szorzés
utan — kihasznalva, hogy n(r) - h = N(r) barmely r = x,z esetén — atalakithato a (2.1.7)
Osszefiiggésben lathatd, minden lehetséges z poziciot magaba foglald Osszegzéssé. Itt jol
megfigyelhetd, hogy az egyenlet jobb oldala az ¢l6hely Osszes pontjanak aktualis
egyedszamatol fligg, vagyis az egyedszamvaltozasra felirt varhatd érték az eddigiekhez

hasonloan itt is a teljes rendszer pillanatnyi allapota mellett érvényes feltételes varhato érték.

22 = £ [ n(z) - D(|x — zl)dz (2.1.6)

ANSZ (x)

=f-h-X;N(2) D(|x—z|) (2.1.7)

Azt, hogy az 0j egyed sziiletése az x helyen csak akkor mehet végbe, ha az x pozici6 eredetileg
iires volt, egy 1 — N(x) szorzoval vehetjiik figyelembe, mely lenullazza a sziiletés miatti
egyedszamvaltozast az x helyen, ha mar van ott egyed, ellenkezd esetben pedig csak egy eggyel
valo szorzast eredményez. Igy végiil az x helyhez tartozé egyedszamnak a rendszer egy adott

allapota mellett a sziiletés miatt varhatd ANy, (x) megvaltozasara a (2.1.8) képletet kapjuk.

Ast(x)

=A=Nx)-f-h XNz D(lx—z|) (2.1.8)

A haromféle jelenség osszesitett hatdasa

A (2.1.1),a(2.1.5) és a (2.1.8) egyenleteket 6sszeadva megkapjuk az x helyen 1év6 kis cellahoz
tartozd N(x) egyedszamnak a rendszer egy adott allapotaban kis At idé alatt varhato teljes

AN (x) megvaltozasat. Ezt a (2.1.9) egyenlet irja le.

B0~ (1-N@) - f h-T,N@) D(x—z) - N@) - (u+a-T,N@) - U(x—yD) (2.1.9)

A cellak h méretével nulldhoz tartva lényegében elhanyagolhatd annak a valdszintisége, hogy
egy x helyen 1évé celldban, azaz a tér egy adott x pontjaban van egyed, igy 1 — N(x) — 1. Ez
alapjan a (2.1.9) egyenlet a (2.1.10) alakura egyszertisodik.
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%x) =f-h-3,N@) -D(x—z)=Nx)-pu—=N@x)-a-Y,N¥) -U(x—y]) (2.1.10)

Vegyiik a (2.1.10) egyenletnek a teljes élohelyre vonatkozo6 térbeli, avagy a rendszer kiillonb6z6
realizacioira vett atlagat! A rendszer egy realizacidja alatt a populacid alakulésat leird
sztochasztikus folyamat egy véletlen kezdéallapotbdl inditott lefutdsat értjik, az ezekre
vonatkozo atlagolas soran pedig a kiilonb6z6 realizaciok aktualis allapotait atlagoljuk Gssze a
folyamat kiilonb6z6 idOpontjaiban. Térbeli ergodicitas feltételezése esetén a kétféle atlagolas —
ha végtelen nagy élettérre és végtelen sok realizaciora végezziik — azonos eredményre vezet.
Ekkor ugyanis hosszu tavon a rendszer allapota a kiilonb6z6 kezdeti allapotoktol fliggetlenné
valik, igy sok realizacid 6sszeatlagolasa soran a rendszer jellemz6éi térben minden idépontban
homogenizalddnak, és minden celldban az adott id6pontban a rendszer egyetlen realizaciojanak

térbeli atlagolasaval adodo érték jelenik meg.

A realizacidkra vett atlagokbol a D(r) és az U(r) fliggvények konstans szorzokként
kiemelhetéek. Kihasznalva, hogy a térbeli eltolasi invariancia miatt a kiilonb6zé x, y és z
pontokban vett egyedszamokat kiatlagolva ugyanazt az eredményt kapjuk, bevezethetjiik az
(N(x)) =(N(y)) =(N(2)) := N jelolést az egy elemi cellaban atlagosan jelen 1év6 egyedek
szamara. Emellett az origot az x = 0 pontba helyezve (ekkor |x —z| = |z] és|x —y| = |y]) a

(2.1.10) egyenletbdl a (2.1.11) osszefliggés adodik.

AN

= h-ZN-D(|z)) =N-p—a-E,(Nx)-N©) -U(yD (21.11)

Az itt szerepld (N (x) - N(y)) varhato érték kiszamitasahoz sziikség van egy tetszéleges V és
W valosziniiségi valtozd C'(V, W) kovariancigjat definialo (2.1.12) képletre, ami alapjan a
kérdéses varhato érték a (2.1.13) Osszefliggéssel fejezhetd ki. Feltételezve, hogy a rendszer
masodrendben staciondrius, vagyis az egyes pontok kozotti kovariancia a térbeli eltolasra
invarians, C'(x,y) = C'(x — y). Ezen feliil izotrop (forgasszimmetrikus) esetben C'(x — y) =
= C'(]x — y|). Jelen esetben tehat — az origdt az x = 0 pontba helyezve — C'(x,y) = C'(|y]).
Mindezeket felhasznélva a (2.1.11) egyenletbdl a (2.1.14) kifejezés adodik.

C'W,w)=E[(V-EW)) - (W—-EW))]=EV-W)—-EV) -EW) (2.1.12)
(NxX) - N@) = (N(x)) - (N@)) + C'(x,y) = N>+ C'(x,y) (2.1.13)
% =f-h-3,N-D(z)=N-p—a-3,(N*+C'(yD) - Uyl (2.1.14)
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Innen, figyelembe véve a D(r) és az U(r) stirtiségfiiggvények (2.1.15) képletekben megadott
modon felirhaté normaltsagat a (2.1.16) kifejezésre jutunk, melyet a (2.1.17) egyenletre

egyszerusithetiink.
1 1 1 1 1 1
ZZD('Zl):EfD(ldeZ:El:E ZyU(D'D:EJ.U('J’Ddy:El:; (2.1.15)
W fohe N2 N-p=NZE a5, C D) - Uy (2.1.16)
T=EN-(f =) —N2-Z—a-3,C(Iy) - U(yl) (2.1.17)

Vezessiikk be az n = }lir% N/h atlagos egyedsiiriiséget! Mivel ezzel a cellankénti atlagos

egyedszam N = 711 - h alakban irhat6, azaz N~h, igy a C' kovarianciat a (2.1.13) dsszefiliggésbol
kifejezve lathatd, hogy C'~h?, vagyis az atlagos egyedsiirliséghez hasonléan bevezethetd a

c'(lyD) = ;Li_r}(q) C'(ly])/h? jeldlés is. Ekkor a (2.1.17) egyenlet mindkét oldalat h-val leosztva,

majd At-vel nullahoz tartva, az n atlagos egyedsiriiségre vonatkozo differencialegyenlet a
(2.1.18) alakot 6lti. Ebbdl a teljes sikra vett 6sszegzésrol integralasra valo attéréskor megjelend

1/h szorzé figyelembevételével a (2.1.19) egyenletet nyerjiik.

Vit (f—w) =7 a—2 5,k (lyl) - U(lyD) (2.118)
T=n-(f-w-n2-a—a-[(yD -UlyDdy (2.1.19)

Az itt szerepld ¢’ két tagra bonthatd, amennyiben kiilon szeretnénk figyelembe venni egy adott
pontban 1év6 egyed dnmagdra (a sajat életkoriilményeire, kdrnyezetére, pl. az elérhetd taplalék
mennyiségére) gyakorolt €s az ezzel az egyeddel korrelalt, mas térbeli pozicidkban 1évo
egyedek kompeticios hatasat. Az egyedek kozti r tavolsag fiiggvényeként bevezethetjiik a c(r)
mennyiséget, ami — szemben az Osszes egyed kozti korrelaciot leird ¢'(r) fiiggvénnyel — az
egyedek onmagukra gyakorolt hatdsat mar nem tartalmazza, tehat csak az r # 0 tartomanyban
van értelmezve. Emellé ki kell szadmitanunk egy cellanak az 6nmagaval vett kovarianciajat. A
(2.1.13) képletbdl a €' kovarianciat kifejezve r = 0-ban (x = y) a (2.1.20) 6sszefiiggés adodik.
Itt a negyedik egyenldségnél kihasznaljuk, hogy mivel a h — 0 esetben az egyes cellakban csak
0 vagy 1 darab egyed lehet, igy (N(x)?)=(N(x)) = N. Felhasznalva tovabba, hogy
}li_r)r(l) 1—N =1, c'(0) értékére a (2.1.21) eredményt kapjuk. Az r = 0-beli kovariancia jaruléka
az 0sszes kovarianciat magaba foglalo ¢’ (r) fiiggvényben tehat i - §(r).

C'(0)=C"(x,x) =(N(x)-N(x)) — N2 =(N(x)?) —N2=N-(1-N) (2.1.20)
c'(0) N n

we = lim % = lim - (2.1.21)

c¢'(0) = Li_r:%
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Ac'(r)=c(r)+n-8(r) felbontast a (2.1.19) osszefliggésbe helyettesitve a (2.1.22), majd
ebbdl a Dirac-deltat tartalmazo integral elvégzésével a (2.1.23), végiil pedig atrendezéssel a

(2.1.24) egyenletet kapjuk.

%=ﬁ'(f—u)—ﬁ2'a—a'f0(|yl) U(lyDdy —a-n-[6(yD -UlyDdy (2.1.22)

L—n-(f-w-nt-a—a-[c(y) -U(yl)dy—a-7-U0) (21.23)

C=fi-[f-u—a-UQ) —a-7il—a-fcly) -U(yDdy (2.1.24)

A (2.1.24) kifejezésben szerepld kétdimenzios, a teljes sikra vonatkozd integral
polarkoordinatakra attérve a (2.1.25) oOsszefiiggések szerint atalakithatd, igy az atlagos
egyedsiiriiség idobeli megvaltozasat leird differencialegyenletre a végeredmény a (2.1.26)

kifejezéssel irhato fel.

ey -u(yhdy = fozn fooo c(r) -U@r)-rdrde =2m- fooo c(r) -U@)-rdr (2.1.25)

an

- =A-[f-pu—a-UQ)—a-Al—a-2rn- [ c@) -UF) rdr (2.1.26)

0

2.2. A kovariancia idobeli valtozasa

A kovariancidt definidlo (2.1.12) képlet alapjan izotropia és masodrendli stacionaritas
feltételezése mellett a rendszer kiilonbozé realizacidira vett (...) atlagokkal a (2.2.1)
egyenletben megadott modon irhato fel tetszéleges w és x helyvektorral jellemzett térbeli
pontban jelentkezd N(w) és N(x) egyedszdm C'(w, x) kovariancidja. Ennek megfeleléen a
kovariancia kis At id¢6 alatt bekovetkezd AC'(|lw — x|) megvaltozasat a (2.2.2) Osszefliggés irja

le.
C'(lw —x[) = (N(w) - N(x)) = (N(W)) - (N (x)) (22.1)
AC'(lw — x[) = A(N(W) - N(x)) — AN (W)) - (N (x))) (22.2)
A (2.2.2) egyenlet elso tagjanak kifejtését a (2.2.3) egyenléségek adjak meg. Itt az els6 1épésben
kihasznaljuk a varhato érték képzés linearitasat, majd a t + At iddpontban érvényes N'(r)
egyedszamokat (r = x, w) kifejezziik a t pillanatbeli N () érték és az adott cellaban jelen 1év6

egyedek szamaban At id6 alatt bekovetkezd6 AN (1) megvaltozas Osszegeként. Mivel az r

crer

igy AN(r) = —1, 0 vagy 1. Az utolsé Iépésben felhasznaljuk, hogy masodrendii stacionaritas
esetén N(w) - AN(x) = N(x) - AN(w). Emellett ha a At id6tartam nagyon rovid, akkor ezalatt

varhatéan nem kovetkezik be egynél tobb esemény, tehat feltételezhetjiik, hogy egy At
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id6lépésben csak egyetlen kis cella betoltottsége valtozhat meg sziiletés vagy halalozas miatt.
Ekkor elhanyagolhaté annak a valoszinlisége, hogy egy kis At id6lépésben AN (x) és AN (w)
egyarant nullatol kiilonboz6é szam (—1 vagy 1), tehat az x # w esetben a (2.2.3) egyenletben
szereplé (AN (x) - AN(w)) tagot elhagyhatjuk. Ezzel szemben az x = w esetben megjelend
(AN(x)?) tagtol nem tekinthetnénk el. A szamunkra érdekes, az 4tlagos egyedsiiriiségre
vonatkozo (2.1.26) differencialegyenletben is megjelené c(r) mennyiség azonban csak a
kiilonb6z6 — egymastol r # 0 tavolsagban 1évo — sikbeli pontok kozotti korrelaciot irja le, igy
a tovabbiakban a C'(|w — x|) kovariancia helyett az x # w esetben érvényes C(|lw — x|)

kovarianciat vizsgalva élhetiink a (2.2.3) egyenlet utolso 1épésének kozelitésével.

MNW) - N(x)) = (A(NW) - N(x))) = (N (W) - N (x) = N(w) - N(x)) =
= ((Nw) + ANW)) - (N(x) + AN(x)) — N(w) - N(x)) = (223)
= (N(x) - AN(W) + N(w) - AN(x) + AN(x) - AN(w)) = (2 - N(w) - AN(x))

Az eléz6ekhez hasonldan eljarva és az egy cellara jutd egyedszamok térbeli vagy realizaciokra
vett atlagaira ismét az (N(x)) = (N(w)) := N jelolést alkalmazva a (2.2.2) képlet masodik
tagja a (2.2.4) egyenléségekkel alakithatd at. Osszességében igy a kérdéses w és x pontokhoz
tartoz6 egyedszamok kozotti kovariancia kis At id6 alatti megvaltozasa az x # w esetben a

(2.2.5) kifejezéssel irhato fel.

AUN(W)) - (N(x))) = (N(x)) - MN(W)) + (N(W)) - AN (x)) + AN (x)) - MN(w)) = (2.2.0

=2 (Nw))-A(N(x))=2-N-AN

AC(lw —x]) = 2 - (N(W) - AN(x)) — 2- N - AN (2.2.5)

A (2.2.6) egyenl6ség tanulsaga szerint a (2.2.5) dsszefiggésben megjelend AN(x) = —1,0,1
diszkrét egyedszamvaltozasnak és a 2.1. fejezetben hasznalt, a teljes rendszer egy adott allapota
melletti feltételes varhatd értékként bevezetett AN(x) folytonos valtozonak a rendszer
kiilonbozd realizacidira vett atlaga megegyezik egymassal. Az atlathatosag kedvéért ezen
levezetés erejéig az egy cellara vonatkoztatott egyedszamvaltozas kétféle tipusara kiilonb6zo
jelolést alkalmazunk. Mivel az x pozicioban bekovetkezd diszkrét valtozas, vagyis ANg(x)
haromféle értéket (—1, 0 vagy 1) vehet fel, igy az ehhez tartoz6 j index 1, 2 vagy 3 lehet. A
AN;;(x) jelolés a rendszer i-edik realizacidjanak a ANg(x) valtozas bekovetkezése el6tti
iddpillanatban fennall6 allapotat feltételezve varhatd, folytonos értéket felvevd valtozasra
vonatkozik, az i index tehat a rendszer kiilonbozé realizacidin, pontosabban az egyes
realizécioknak a vizsgélt idOponthoz tartoz6 allapotain fut végig. A levezetés masodik
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lépésében kihasznaljuk, hogy a rendszer i-edik allapotiban egy adott AN4;(x) megvaltozas
p;j(x) valésziniisége a feltételes valosziniiség definicioja alapjan kifejezhetd a rendszer i-edik
allapotanak p; valosziniiségével és a ANg;(x) megvaltozas ezen allapothoz tartozo pjj;(x)

feltételes valoszintiségével.

(ANq(x)) = X3, p;;(x) - ANg;(x) = Xi,jp; - Py, (%) - ANg;(xX) = Xip; - Ejp;),(%) - ANg;(x) =
(2.2.6)
= i Pi " ANgi (x) = (ANg(x))
A (2.2.6) Osszefliggés alapjan a (2.2.5) képlet els6 tagjaban szereplé (N(w) - AN (x)) atlagot
egyszeriien kifejezhetjiik a sziiletési és haldlozasi ratdkkal, valamint a diszperzids ¢és
kompeticios stirtiségfliggvényekkel, ha a (2.1.10) egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk N (w)-
vel, majd kiatlagoljuk a rendszer kiilonb6zo realizacioira. Ezeket a miiveleteket elvégezve a

(2.2.7) kifejezésre jutunk.

(N(w)-AN(x))

= hXANW) - N(2)) - D(|x —z|) = (N(w) - N(x)) -t =

2.2.7)
—a- Yy (Nw)-N(x)-N))-U(lx —yD

Az itt megjelend varhatd értékek a (2.2.8), a (2.2.9) és a (2.2.10) Osszefiiggések szerint
alakithatoak at. A (2.2.8) és a (2.2.9) képletben a kovarianciara vonatkozo (2.1.13) egyenletet
kellett felhasznalni, illetve az utobbi 6sszefiiggésnél azt is, hogy az x # w feltételezésiink miatt
C'(w,x) helyett C(w,x) irhato. A (2.2.10) kifejezés elsé 1épésében az egyes r = w,x,y
pontokhoz tartozo cellak N(r) egyedszamat az atlagos N értékt6l vald AN(r) eltérés
felhasznalasaval N(r) = N + AN(r) alakban irjuk fel. A masodik egyenldségnél a szorzat
kibontésa torténik a varhat6 érték képzés linearitasanak figyelembevétele mellett. Végiil pedig
bevezetjik az Ms;(w,x,y) = (AN(w) - AN(x) - AN(y)) centralis harmadik momentumot,
kihasznaljuk, hogy (AN (r)) = 0, valamint az utolso tagba — felismerve, hogy az itt szerepld
AN(r)=N(@r)—N=N(r)—(N(r)) — a (2.1.12) definicibnak megfeleléen beirjuk a
megfeleld C és C' kovariancidkat. A parkozelitésen talmutatd, magasabb rendii korrelaciokat
leir6 M5(w, x,y) centralis harmadik momentum kezelésére tobbféle eljaras is 1étezik — jelen
esetben a [3] hivatkozas 20. fejezetében leirt hasonld modellben is alkalmazott kozelitéssel

éliink és ezt a tagot egyszeriien elhanyagoljuk.

(N(w) - N(2)) = (N(w))-(N(2))+ C'(w,z) = N? + C'(lw — z]) (2.2.8)

(Nw) - N(x)) = (N(w)) - (N(x)) + C(w,x) = N2+ C(J]w — x]|) (2.2.9)
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(NW) - N(x) - N@) =((N+ANW)) - (N + AN(x)) - (N + AN(Y))) =
= (N3) + (AN(w) - AN(x) - AN(¥)) + (N? - (AN(w) + AN (x) + AN(¥))) +
+N - (AN(W) - AN (x) + AN (W) - AN(y) + AN (x) - AN ()) = (2.2.10)
=N3+M;w,x,y) +0+ N-(C(w—xD) +C'(Iw—yD + C'(Ix—yD) =
=N3>+ N-(C(w—xD+C"(Iw-yD +C'(|x—yD)
A (2.2.7) egyenletbél a (2.2.8), (2.2.9) és (2.2.10) osszefiiggések felhasznalaséval a (2.2.11)

egyenletet kapjuk.

(N(w)-AN(x))

o = RN+ C'(w—z]) D(x —z)) — (N? + C(lw —xD)) - -

(2.2.11)

—a- Y [NP+N-(C(w—xD+C'(lw—-yD +C'(x—yD)] - U(x—yD)
A (2.2.5) képletet 2 - At-vel leosztva és ebbe behelyettesitve a (2.2.11) egyenletben kifejezett
(N(w) - AN(x))/At hanyadost a w és x pontbeli cellak egyedszamai ko6zotti kovariancia

id6beli megvaltozasara a (2.2.12) egyenlet adodik.

120D _ popy, (N2 4 ¢ (1w - 2D)) - D(1x — 1) — (N2 + C(1w — x[) - 1 —
(2.2.12)
—a-Yy[N*+N-(Cw—xD+C'(w—-yD+C'(x—yD)]- U(x—y)—N AA_IZ

Az utolsd tagban megjelend AN /At hanyados a (2.2.13) Osszefliggéssel irhato fel, amelyet a
(2.1.10) egyenletb6l a rendszer realizacidira torténd atlagolassal és a (2.1.13) képlet
felhasznalasaval kapunk. (A kordbbiakkal ellentétben itt nem helyezziik az origot az x = 0

pontba.) A (2.2.12) egyenletb6l a (2.2.13) kifejezés N-szeresének levonasaval a (2.2.14)

Osszefiiggést kapjuk.
% =f-h-2,N-D(x—z)—N-p—a-3,(N*+C'(Ix—yD))-U(lx—y]) (22.13)
18 _ f kg, C(lw = 2]) - D(lx — z]) — C(lw = x]) - 1~

(2.2.14)
—a-YyN-[C(lw—x])+C'(lw—yD]-U(lx —yI)

A (2.2.14) egyenlet mindkét oldalat a cellak h — 0 méretével leosztva, majd behelyettesitve az
n= }lirr(l) N/h itlagos egyedsiiriiséget, bevezetve a ¢ = }lirré C/h?ésac' = }lirré C'/h? jelolést,

valamint At-vel nulldhoz tartva a (2.2.15), majd ezt h-val egyszertsitve és a (2.1.15) képletek
altal leirt médon a teljes sikra vonatkozé Osszegzéseket integralokka alakitva a (2.2.16)

egyenldségre jutunk.
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h dc(lw x|)

S = f X c'(w—z)-D(x—z]) —h-c(lw—x]) - u—

(2.2.15)
—a -3y h2 - [e(w—x]) + ' (Iw—yD] - U(x - y])
LA o f (w2l D(lx — z]) dz — - c(jw — x]) -
(2.2.16)

—a -7 [le(lw—xD) +c'(Iw=yDI] - U(lx — yDdy

A 2.1 fejezetben taglaltak szerint itt ismét alkalmazhatjuk a ¢’'(r) = c(r) + - 6(r) felirast.
Ezzel a (2.2.16) egyenletbdl a (2.2.17) Osszefliggés adodik, ami a Dirac-deltat tartalmazo
integralok elvégzésével a (2.2.18) kifejezésre egyszertisodik. Ebbdl az origdt az atlagos
egyedsiriségre érvényes differencialegyenletrél szo6lo részhez hasonléan az x = 0 pontba

helyezve, valamint az r = |w| origétol vett tavolsagot bevezetve a (2.2.19) egyenletet kapjuk.

L) f o fe(lw—zl) - D(x —z))dz + f - 7i- [ 61w — 2[) - D(|x — 2[) dz -
—p-c(lw—xP)—a-a- [[e(lw—x]) +c(lw—-yD]- U(lx — yDdy - (2.2.17)
—a 7% [§(lw—yD) - U(lx - yDdy
1L o fe(w—z]) - D(x—zl)dz+ f -7 D(1x = w]) — - c(iw — x]) -
(2.2.18)
—a-7- fle(lw—xD) +c(lw—yD]- U(lx — yDdy —a -7 - U(|x — w|)
1AW fe(w—2l)-D(zDdz+ f -7 D) — - c(r) —
(2.2.19)

—a-f-c(r)- [U(yDdy —a -7 [c(w—yD) - U(lyDdy —a-n*-U(r)

Itt kihasznalhatjuk, hogy egy f(r) és egy g(r) fiiggvény konvolucioja két dimenzidoban
definicio szerint (g * f)(v) = (f * g)(w) = [ f(w) - g(v — u)du alakban irhaté fel. Izotrop
rendszerben, mikor a konvolvalandé fiiggvények csak az argumentumukban szerepld vektorok
hosszatol fiiggenek — azaz f(u) = f(lul) és g(v — u) = g(Jv — ul) — a konvolucid is csak
egy tavolsag fiiggvénye lesz, vagyis (f * g)(w) = [ f(lul) - g(lv — ul)du = (f * g)(Iv]).
Ezt az atirast a (2.2.19) differencidlegyenletben szerepldé két tagnal is végrehajthatjuk:
Je(w =2z|)-D(|z])dz = (D * c)(Iw|) = (D * c)(r), valamint [ c(lw — y|) - U(lydy =

= (U *c)(J]w]) = (U * ¢)(r). Emellett a kompeticios siiriiségfiiggvény normaltsagat megadod
JU(lyl)dy = 1 képletet is felhasznalva végiil a (2.2.20) sszefliggésre jutunk, amibdl mar
egyszerli atrendezéssel adodik a sik kiilonb6zd pontjai (r # 0) kozotti kovariancia iddbeli

valtozasat kifejezd (2.2.21) differencidlegyenlet.
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LD D))+ f D)~ () -

dt

(2.2.20)
—a-ncr)—a-n-Ux*c)@) —a-n?-U(r)

%-dfi—(tr) =—u-cr)+f-[D*xc)r)+n-Dr)]—a-n-[cr)+ U c)(r)+n-U(r)] (2.2.21)

2.3. Az egyensulyi kovariancia

Tegylik fel, hogy az egyedstiriiség lassan valtozik az id6ben a kovariancidhoz képest. Ekkor
megtehetjiik, hogy az atlagos egyedsiirliségre vonatkozé (2.1.26) differencidlegyenletben a
c(r) fuggvényt az aktudlis n atlagos egyedsliriiséghez tartozo egyensulyi ¢(n) értékkel
helyettesitjiik. Erdemes tehat meghatarozni az atlagos egyedsiirliség és az egyensulyi

kovariancia kozti 0sszefiiggést megado ¢(n) fiiggvényt.

Egyenstlyban barmely r # 0 esetén dc(r)/dt = 0, ami alapjan a kovariancia id6fejlodését
leird (2.2.21) differencialegyenletbdl kifejezhetévé valik a ¢(n) kapcsolat. A kovarianciat
tartalmazé tagokat egy oldalra gytijtve kapjuk a (2.3.1) egyenletet.

p-cr)—f-Dxo)M+a-a-[cr)+U*xc)M)]=f-a-D@)—a-n%2-U(r) (2.3.1)

Egy @ (r) figgvény @¢(q) = FT[p(r)] kétdimenzids Fourier-transzformaltjat a (2.3.2) képlettel
definialva, kihasznalva a Fourier-transzformacié (2.3.3) linearitasat és a konvolucidra
gyakorolt (2.3.4) hatasat a (2.3.1) egyenlet mindkét oldalanak Fourier-transzformalasakor a
(2.3.5) 0Osszefiiggésre jutunk. EbbOl mar egyszerii atrendezéssel majd inverz Fourier-
transzformaciéval adodik az egyenstlyi kovarianciat jellemz6 ¢(r) és az m atlagos
egyedsiiriiség kozotti kapcsolatot leird (2.3.6) képlet, melyet az (2.1.26) kifejezésben c(r)

helyére beirva az atlagos egyedsiiriiségre vonatkozo egyenlet a (2.3.7) alakot 6lti.

o(a) = [ e ardr (232)

FT[c1 - () + ¢z - ()] = ¢1 - $(@) + ¢z - p(q) (2.3.3)

pxPp=¢-¢ (2.3.4)
p-é—f-D-é+a-n-[¢c+U-¢é|l=f-a-D—a-n*-U (2.3.5)

o) = [ ) o
%=ﬁ-(f—,u—a-U(O)—a-ﬁ)—Zn-a-fFT‘l[%](r) -U(r)-rdr (2.3.7)
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3. A tobb fajra vonatkozoé modell

A 2. fejezetben leirt modellt kiterjeszthetjiik két faj egyidejii jelenlétének esetére is. Bevezetve

az egyes fajokra utald i,j = 1,2 indexeket n;(t) = }lirr(l) N;/h az i tipusu egyedek atlagos

stirliségét jeloli és c;j(r,t) = cj;(r,t) egy egymastol r tavolsagra 1évé i — j egyedpar kozotti
korrelaciot jellemzi. Tobb faj esetén természetesen az egy faj viselkedését leiro modellben
szerepld Osszes paraméter minden egyes fajra kiilon-kiilon megjelenik. Az i tipust egyedekre
vonatkozoan a kompeticiotol fliggetlen halalozasi ratat u;, az idéegység alatt egy i tipust egyed
altal varhatoan létrehozott utdbdok szamat, vagyis a szaporodasi ratat f;, a diszperzios
stirliségfiiggvényt pedig D;(r) jeloli. Emellett az a kompeticios egyiitthatot és az U(r)
kompeticios stirtiségfiiggvényt is indexekkel kell ellatni: a;; - U;j(r)dr az i faj egy egyedének
egy téle r tavolsagra 1évo j tipusu egyed altal okozott kompeticidos haldlozasi ratdja. A

lehetséges elemi eseményeket ekkor a 3.1. abra mutatja be.

M1 a1 Uy (r)dr fiD,(r)dr
X o
r r
a

12U (r"ar’

Uy apUpy (r)dr

X a1 Uy ()elr’ /‘\
r r’

3.1. abra: Az idéegység alatt lezajlo lehetséges folyamatok az oket leiro paraméterekkel két

faj jelenlétében: kompeticios hatasoktol fiiggetlen elhaldlozas (bal oldalon), a versengésbol
eredben bekovetkezd elhaldlozas (kozépen), uj egyed sziiletése (jobb oldalon). Az 1. faj (z6ld)
egyedszamat modosito effektusok fent, a 2. faj (sarga) egyedszamdt befolyasolo jelenségek
pedig lent szerepelnek.
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3.1. Az atlagos egyedsiiriiség idobeli valtozasa

Az egy faj jelenlétében a faj n atlagos egyedstirtiségének iddbeli valtozasara a 2.1. fejezetben
végeredményiil kapott (3.1.1) egyenletet a bevezetett indexes mennyiségekkel felirva két egyiitt
€16 faj egyikének az m;(t) (i = 1,2) atlagos egyedsiiriiségére a (3.1.2) differencialegyenlet
adodik. Altaldnosabban, ha a fajok szama F, akkor a (3.1.2) egyenletben szerepld
Osszegzésekben k = 1,2, ..., F. A fajok altal Gsszesen kitett atlagos egyedsiiriiséget egyszeriien
az egyes fajokra vonatkozo egyedsiiriségek Y. _, 71, dsszege adja meg.

A muma VO —a Al a2 () UG rdr @1y

an; _ B
d_ri = ;- [f; =t — @i - Uy (0) — Tgemr 2 @i * i) —
(3.1.2)

— Y12 @i - 21 [ e (r) - Uy (r) -rdr

3.2. A kovariancia iddbeli valtozasa

Egy egymastol r tavolsagra 1évo i — j egyedpar kdzotti kovariancia a (3.2.1) definialo képlet
alapjan a (3.2.2) kifejezéssel irhat6 fel. Errdl leolvashato, hogy pozitiv értéket vesz fel a c; (7, t)
kovariancia akkor, ha az x helyvektor altal kijelolt pozicioban az atlagosnal tobb i tipust egyed
jelenlétekor (n; < n;(x)) az x ponttdl r tavolsagra az atlagosnal tobb j tipusu egyed talalhatd
(nj <nj(x + 1)), valamint az x helyen az i fajra nézve az atlagosnal kisebb az egyedsiirtiség
esetén (n;(x) < n;) ettdl ponttdl r tavolsagra a j tipust egyedek stiriisége is kisebb a rajuk
vonatkozo atlagos értéknél (n;(x + r) < ;). Ezzel szemben a negativ kovariancia azt jelenti,
hogy az x és az x + r helyeken ellentétes iranyban térnek el az egyedstriiségek a megfeleld
fajra érvényes atlagos értéktdl. Egy pozitiv kovariancia jarulék hatasara tehat a fajok atlagos
egyedsiiriiségeibdl adodo valoszinliségekhez képest nagyobb eséllyel lesz egy mar jelen 1évd i
tipusu egyedtdl r tavolsagra egy j tipusu egyed, mig a negativ tagok az egyenletes eloszlast
egyedek esetéhez viszonyitva csokkentik annak a valoszinliségét, hogy talalunk j tipust
egyedet egy i tipusutol r tavolsagra. Ennek megfelelen egy i — j egyedpar keletkezése noveli

a c;;(r, t) kovarianciat, mig egy ilyen par megsziinése csdkkenti.

C;(r,t) = C;(Irl, ) = E[(N; (%, t) — E[N;(x, O]) - (N;(x + 7,t) — E[N;(x + 7, 0)])] =

(3.2.1)
=E [(Ni(x; ) — N; () (Nj(x +1,t) - Nf(t))]

cij(r,6) = ci;(irl, ) = E[(ny(x, 6) = ,(0) - (my(x + 7,6) = m;(0) )] (3.2.2)
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A kovarianciara egy faj jelenlétében a 2.2. fejezetben végeredményként a (3.2.3)
differencialegyenlet adodott. Az itt szerepld tagok két faj esetére a 3.2.1., a 3.2.2. és a 3.2.3.
tablazatban megadott médon irhatoak at. Ezeket a (3.2.4) differencialegyenlet foglalja dssze. A
kovariancia megvaltozasaban szerepet jatszo folyamatokat a fent emlitett tablazatokban

meghivatkozott abrak (3.2.1., 3.2.2. és 3.2.3. dbra) szemléltetik.

de(r) _
dac

%- —pu-cr)+f-D*xc)r)+n-DM)]—a-n-[c(r)+U=*c)(r)+n-U)] (3.2.3)

deij(r)

- —[i + ] ey ) + fi - (D cy) () + fj - (Dy % ¢5) (1) +
+6;; 2+ fi Ay Di(r) = Bk=r 2| @i - e + i - | - ¢ () —
(3.2.4)
— Yr=r2| @i - i (Ui * i) (1) + @jpe - ;- (Upge * i) ()] —
—[ay U () + aj - U ()] - 7y - 7
Ketténél tobb (F féle) faj egylittélésekor csak annyiban valtozik a (3.2.4) egyenlet, hogy a k-ra
vonatkozo Osszegzésekben k = 1,2, ..., F, hiszen minden egyed az Osszes faj egyedeivel
versenghet.
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Az egy fajra
vonatkozé egyenletben
(dc(r)/dt) szerepld
tag

Az egy fajra vonatkozo egyenletben
szereplo tag jelentése

A két fajra vonatkozo6 egyenletben
szereplé megfelel6 tag (i,j = 1,2)

A két fajra vonatkozd egyenletben szerepld tag jelentése

+2-f-(D*c)(r)

Egy korreldlt egyedpar egyik tagja
utodot hozhat Ilétre a par masik
tagjatol r tavolsagra, azaz egy
egyeddel korreldlt (az 4atlagosan
varhatotdl eltérden jelen 1évo) masik
egyed szaporodasa az atlaghoz képest
megnodveli annak a valdsziniliségét,
hogy a kérdéses egyedtdl r tavolsagra
szintén van egyed. A c(r)
kovarianciat ily modon barmely
korrelalt — egyedpar  szaporodasa
novelheti — ezek a hatdsok mind
Osszegezve vannak a szdéban forgd
kifejezésben, hiszen a konvolucio
definicioja alapjan (D *c)(|r|) =
=[D(|R|)-c(Jr — R|)dR, azaz a
kiindulé korrelalt egyedpar tagjainak

srer

megadd6 r — R vektor tetszéleges

lehet.

dc;;/dt. +2 - fi - (D * ¢)(r)

Azonos faj egyedei kozti kovariancia megvaltozasa itt megegyezik
az egy fajos esetben megadottal.

+f; - (Di * ¢5) ()
+fj - (Dj * i) (1)

dCU/dt, [ #J:
(3.2.1/a 4bra)

A ¢;;(r) kovarianciat ndveli, ha egy korrelalt i — j egyedpar i tipust
tagja létrehoz egy uj i tipusu egyedet a par j tipusu tagjatol r
tavolsagban, vagy ha a par j tipust tagja létrehoz egy 11j j tipust
egyedet a par i tipusu tagjatol r tavolsagban.

+2-f-n-D(r)

Egy, az adott poziciéban
véletlenszertien, n valoszinliséggel
1étez6 egyed utddot hoz létre a sajat
helyétdl r tavolsagra, ezaltal kialakul
egy Uj egyedpar, ami a c(r)
kovarianciat noveli. (Mindegy, hogy
az igy kapott 0j egyedpar két tagja
kozil melyik volt jelen eredetileg.)

dCii/dt:

(32.1/babray | T2 fir M D)

Mivel minden egyed csak a sajat fajahoz tartozo utodot hozhat 1étre,
azaz egy i tipust egyedbdl csak i — i egyedpar keletkezhet, igy az
atlagosan jelenlévd egyedek szaporodasabol adodo tag csak az
egyazon fajhoz tartoz6 egyedek kozti c;; (r) kovarianciat valtoztatja
meg.

3.2.1. tablazat: A kovariancia novekedését eredményezo folyamatok
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Az egy fajra
vonatkozé
egyenletben
(de(r)/dt)

szereplo tag

Az egy fajra vonatkozd egyenletben
szereplo tag jelentése

A két fajra vonatkozo6 egyenletben szerepld
megfeleld tag (i,j = 1,2)

A két fajra vonatkozo egyenletben szerepld tag jelentése

—2an- (U *c)(r)

Az atlagosan varhatotol eltéréen jelen
1év6 (korrelalt) egyedpar valamely tagja
a kompeticio révén elpusztithat egy, a
par masik tagjatol r tavolsagban
atlagosan (n valdszintiséggel) 1étezo
egyedet. Ennek megfelelden egy
egyeddel korrelaltan 1étez6 masik egyed
a kompeticios hatasa révén az atlaghoz
képest megndveli annak a
valosziniiségét, hogy a kérdéses
egyedtdl r tavolsagra nincs egyed,
vagyis ez a hatas egy negativ jarulékot
ad a c(r) kovariancidhoz. (A vizsgalt
korrelalt egyedpar tagjainak egymashoz
viszonyitott helyét tetszéleges r — R
vektor megadhatja, az Gsszes korrelalt
parnak a c(r) kovarianciara gyakorolt
hatasat 6sszegezni kell: (U = c)(|r|) =
= JU(R|) - c(Ir — R])dR)

dCii/dt:

=2 ay -y (Uy = ) (1)
=2 ayj - 7y (Ugj % ¢i) ()

Az atlagosan jelen 1év0 i tipusu egyedekkel valo versengés altal
egy adott i tipust egyeddel korrelaltan 1étez6 i és j tipusu
egyedek egyarant csokkentik annak a valosziniiségét, hogy a
vizsgalt i tipusu egyedtdl r tavolsagra szintén van egy masik i
tipusu egyed.

dCij/dt, i #]J:
(3.2.2/a abra)

Qi

—%jj

;- (U * ¢i5)(r)
A (Uyj * ¢5) ()
-7 Uy * ¢y (r)
7 (U * i) ()

Barmely faj egyedeinek atlagon feliili jelenléte a versengés altal
csokkenti mindkét faj egyedeinek el6fordulési valosziniiségét az
atlagoshoz képest. Az els6 két tag az i tipust atlagosan 1étez6
egyedek pusztulasat irja le: ha egy korrelalt i —j egyedpar i
tipust tagjdnak kompeticios hatasa miatt meghal egy, a par j
tipust tagjatol r tavolsagban atlagosan jelen 1évé i tipusu egyed,
vagy ha egy j—j par egyik tagjaval vald versengésbol
kifoly6lag meghal egy, a par masik tagjatol r tavolsagban
atlagosan jelen 1évo i tipust egyed. A harmadik és a negyedik
tag pedig a j tipusu atlagosan létezé egyedek halalozasabol
adodik: ha egy i — i par egyik tagjaval vald versengés miatt
meghal egy, a par masik tagjatol r tavolsagban atlagosan jelen
1évé j tipust egyed, vagy ha egy korrelalt i — j egyedpar j tipust
tagjaval torténd kompeticié eredményeként meghal egy, a par i
tipust tagjatol r tdvolsagban atlagosan jelen 1év j tipust egyed.

—2-a-n?-U()

Két, egymastol r tavolsagra 1évo helyen
véletlenszertien, 72 valdsziniiséggel
egyidejileg jelen 1évo két egyed
barmelyike meghal a masikkal valo
kompetici6 hatasara.

dCii/dt:

—2.

—2
a; - - Uy(r)

Azonos faj egyedei kozti kovariancia valtozas itt megegyezik az
egy fajos esetben megadottal.

dCij/dt, I #J:
(3.2.2/b ébra)

-7 - Uy (r)

—aj; - 7y 1 - Uy (1)

A ¢;j(r) kovariancia kétféleképpen is csokkenhet: ha egy i — j
egyedpar i tipust tagja hal meg a j tipust tag miatt, vagy ha egy
J tipust egyed hal meg az i tipusu parjaval vald versengés
hatasara.

3.2.2. tabldzat: A kovarianciat csokkento hatdasok — az atlagosan jelen lévo egyedek halala




Az egy fajra
vonatkozé egyenletben

Az egy fajra vonatkozo
egyenletben szerepld tag

A két fajra vonatkozo6 egyenletben szerepld

A két fajra vonatkozd egyenletben szerepld tag jelentése

(dc(r)/ (f;; szerepld jelentése megfeleld tag (i,j = 1,2)

de;,/dt: —2 ey () Azonos fajhoz tartozé egyedek kovarianciajat mindkét egyed halala

Két korrelalt egyed barmelyike wee HiCu ugyanugy valtoztatja meg.
—2-u-c(r) a  kompeticiés  hatasoktol .. P Kiilonb6zé fajhoz tartozd korrelalt egyedek kovariancidjanak

. .. dcij/dt,lij- Ui CU(T) , . . , , e i, qoet e . . ;.
fliggetleniil meghal. ) megvaltozadsaban a halalozasi ratak kiilonbozosége miatt szamit,
(3.2.3/a dbra) —#j - (1) hogy az i vagy a j tipusu egyed hal meg.

=2 ay -1y c(r) Egy korrelalt i —i egyedpar megsziinik, ha a par barmely tagja

—2-a-n-c(r)

Egy korrelalt (az atlagosan
varhat6tol eltérden jelen 1€vo)
egyedpar egyike az atlagosan
(n  valdsziniiséggel) 1étezd
egyedek kompeticiés hatdsa
miatt meghal.

dCii/dt:

=2 a1 ()

meghal az i vagy a j faj egyedeinek atlagos hatasatol.

dCU/dt, [ #J:

(3.2.3/b abra)

—ay; - 7y ()
- ¢y ()
cij(r)
Cij (r)

—&jj e

Egy korreldlt i —j egyedpar megsziinik, ha a par i tipusu tagja
meghal az i vagy a j faj atlagosan jelen 1év6 egyedeivel valo
versengés miatt, vagy ha a par j tipust tagja hal meg az i vagy a j faj
egyedeinek atlagos hatasatol.

3.2.3. tablazat: A kovariancidat csokkento hatdasok — az atlagon feliil jelen lévo egyedek haldla
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r £,D,(r)dr
N A Jrbawr —

f1D1(R)dR

’.\ Dy (r)dr -
r— Ib-‘
a) A b)

3.2.1. abra: A kovariancia névekedését eredményezo folyamatok két faj jelenlétében.

Az i = 1 indexii fajhoz tartozo egyedek zold, a j = 2 indexti faj tagjai pedig sarga szintiek. Az
dtlagos egyedstiriiségbol adodoan jelen 1évo, illetve az ujsziilott egyedeket korok jelzik, mig az

egymassal korrelalt egyedekhez paronként kiilonbozo alakzatok tartoznak.

r
T
r—R R
r—R R a,Uz2(R)dAR a,U;,(R)dR
a11U11(R)dR a21Uz1(R)dR
r—R r—R
a) ; _

r .U, (r)dr
az Uz (r)dr r
b)

3.2.2. abra: A c15(r) = c51(r) kovarianciat csokkentd, az atlagosan jelen lévé i = 1 tipusii
(zold) vagy a j = 2 indexii fajhoz tartozo (sarga) egyedek halalaval jaro folyamatok két fajra.
Az atlagos egyedstiriiségbol adodoan jelen lévo egyedeket korok jelzik, mig az egymassal

korrelalt egyedekhez paronként kiilonbozo alakzatok tartoznak.
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a) )Zr \ré

r R
r -/ZZZUZZ(R)dR WUM(R)CU?

a11U11(R)dR a1,U1,(R)dR

b) /Y\ r

3.2.3. dbra: A c,,(r) = c51(r) kovarianciat csokkentd, az dtlagos egyedsiiriiség dltal leirt

egyedeken feliil jelen lévo egyedek halalaval jaro folyamatok két faj jelenlétében.
Az i = 1 indexii fajhoz tartozo egyedek zéld, a j = 2 indexii faj tagjai pedig sarga sziniiek. Az
atlagos egyedsiiriiségbol adodoan jelen lévo egyedeket korok jelzik, mig az egymassal

korrelalt egyedekhez paronkeént kiilonbozo alakzatok tartoznak.

3.3. Az egyensulyi kovariancia

Egyensulyban tetszdleges r # 0 esetén dc;;(r)/dt = 0. A (3.2.4) differencialegyenlet F darab
fajra érvényes alakjanak bal oldalat nullava téve, majd a kovarianciat tartalmazo tagokat egy
oldalra gytlijtve a (3.3.1) egyenldségre jutunk. A (3.3.1) egyenlet mindkét oldalan Fourier-

transzforméciot végrehajtva a (3.3.2) dsszefliggés adodik.
[ + 5] - cij () = fi - (D * i) () = f - (Dy * cy) () +
+ ko [@ute + i - ¢ (1) + hoa[and - (Ui * i) () + ajedy - (Upe * e ) ()] = (3.3.1)

=82+ f; -y Dy(r) = [y - Uy () + g - Uy ()] - 7y - 7
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i + ] -6y = 1fi- D+ £ - Dy - €y +
+ Y i @i T+ g - ] - G + Shoaaue - A Ui G + @i - - Uy - G = (3.3.2)
=62 f; - Dy — [ayj - Uiy + ayi - U] - 7 - 1y
A (3.3.2) egyenletbdl egy konkrét F fajszam esetén egy adott i — j indexparra atrendezéssel és

inverz Fourier-transzformécidval mar kifejezhetd a keresett ¢;;(r) egyensulyi kovariancia. Két
faj egyiittélésekor (F = 2;i,j = 1,2) a (3.3.2) dsszefiiggés a (3.3.3) alakot olti.
[,ul+,uj]fl]— [f151+f151]€u+[a11ﬁ1+a12 ﬁ2+a]1 ﬁ1+a]2 ')71.2]51]4'
+ai1 . TTli - Uil . 511 + i * 771.1' - Uiz . 612 + ajl . 771.] . 171'1 . C~i1 + ajz . ')71.] . 171'2 . 51’2 = (333)
=5UZflr_llﬁl—[auZ7U+a]ll7ﬂ]ﬁlﬁj
Az i = j = 1 indexeket behelyettesitve a (3.3.3) egyenletbe a (3.3.4) egyenléséget kapjuk, ami
alapjan az els6 faj egyedei kozti kapcsolatot jellemz6 ¢;4(r) egyensulyi kovariancia a (3.3.5)

képlettel irhato fel.
2061 —2-f1 Dy G 2 gy Ay 20 agp ] G+
+2 * 0(11 * ﬁl " Ull " C~11 + 2 ° 0(12 . ﬁl " UIZ " 612 = (334)

_ = ~ 2
=2-fi gDy —2 a1, Uy 3

_ = ~ 2 o
f1 1 D1—a11°U11- N1 —A1271°U12°C12

¢,(r) = FT™1 [ (3.3.5)

U1—fi-Ditai1Ny+a2 N +ag1M1°Usg

A masodik faj egyedei kozti kovarianciat megado i = j = 2 esetben a (3.3.3) egyenléségbdl a
(3.3.6) egyenletet kapjuk, ami alapjan a ¢,,(r) egyensulyi kovarianciara a (3.3.7) képlet

érvényes.
20Uy Cop—2-fo Dy G+ (2 ag Ty + 2 gy -] - &y +
+2'a21 'ﬁz'ﬁ21'621+2'a22 'ﬁz'Uzz'Ezz = (336)

_ = ~ 2
=2-f3Ny Dy —2 0y, Uy -1y

o~ ~ 2 PR
fofiy:Dy—Q23°Upa Ny —Q21 M3 Uz1°Coq

éyp(r) = FT1 (3.3.7)

Uz —f2- Dotz My +azp My +ap, My Uspy

A kiilonboz6 fajok kozotti korrelaciot leird i = 1,j = 2, avagy i = 2,j = 1 esetben a (3.3.3)

egyenletbél a (3.3.8) egyenloség adoddik, amelynek atrendezése ¢és inverz Fourier-
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transzformaldsa utan a keresett ¢;,(r) = C,1(r) egyensulyi kovarianciara a (3.3.9) képletet

kapjuk.
[y + w2l - E1z = [fi - Dy + fo - Dy - €1z + [aqq - iy + @z - T + @y - Ty + @z - ] - E15 +
tagy Ay Uy Gy +@yp iy Uiy Cop + oy Ty " Upy " Gy + @y - Upp " 1 = (33.8)
= ~[a1z Ui + azy - Uy -y - 7,

—(a12°U0124az1-Up1 ) iy p—ayp My U2 Cap—ap1 Mz Usq T4
ptuy—f1:D1=f5Dot(ari+azy) iy +(ap+azg) nptag Uy +aze ip-Us;

&) = FT ™!

(3.3.9)

A C11(1), E12(r) = E51(1r) és é,,(r) egyensulyi kovarianciak a (3.3.5), a (3.3.7) és a (3.3.9)

egyenletekbdl képezett egyenletrendszer megoldasaval expliciten is kifejezhetdek.

4. Szimulacios eredmények

A 2. és 3. fejezetben bemutatott modell kapcsan levezetett 0sszefliggések ellendrzése céljabol
készitettem egy MATLAB programot a vizsgalt modell szerint mikodd rendszerek
szimulalasara. Az alabbi fejezet ennek miitkodését, valamint a kapott eredményeket mutatja be.
A vizsgalatok targyat elsdsorban az egyensilyi egyedszamok képezték. Atlagtér-kozelitésben
visszaadta a szimulaci6 az elméletbdl vart eredményeket, tovabba az egyenstlyi egyedszdmnak

a korlatozott terjedés hatasara bekovetkez6 csokkenését is sikeriilt kimutatni.

4.1. A program miikodése

A program az egyedek véletlenszerli sziiletésének ¢és haldlozasanak sorozatabol felépiild

sztochasztikus folyamatot szimuléalja. A program folyamatabréaja a 4.1.1. abran lathato.

A programban az él6helyiil szolgalé négyzetracsot egy m X m-es R matrix reprezentalja,
melyben az 1. faj egyedeinek helyén 1-es, a 2. tipust egyedek pozicidinal pedig 2-es szerepel.
Fontos megjegyezni, hogy egy cellaban maximum egy egyed lehet jelen. Ha egy celldban nincs
egyed, akkor az itteni matrixelem 0. A kiindulasi allapotban a kezdeti feltételként megadott
N;(0) és N,(0) egyedszamokkal rendelkez6 populaciok egyenletesen oszlanak el az él6helyet

jelentd, 6sszesen m? darab cellabél 4ll6 négyzetracson.
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4.1.1. abra: A szimuldcio folyamatabraja

40



Egy esemény valoszinlisége az adott eseményre jellemz0 ratanak az 0sszes lehetséges esemény
ratdjanak 7,¢, Osszegével képezett hanyadosa. Ez alapjan kifejezhetéek a kiilonbozo
események valoszintliségei a 2. és a 3. fejezetben vizsgalt modell paramétereivel. A (4.1.1)
Osszefiiggéssel adhatdo meg annak a pg,; valdsziniisége, hogy az adott 1épésben egy 1j i tipusu
(i = 1,2) egyed sziiletik, egy i tipusu egyed ,,spontan” halala pedig a (4.1.2) képlet alapjan
szamitott py,; valoszinliséggel kovetkezik be. Ezek felirasanal kihasznaltuk, hogy mivel f; és y;
az i-edik faj egyetlen egyedére vonatkoztatott sziiletési és haldlozasi rata, igy az i-edik faj

Osszes, vagyis N; darab egyedére vonatkozé megfelel6 ratak ezeknek az N;-szeresei.

Ni-fi
Pszi = Befi (4.1.1)

Tossz

Prp = ki (4.1.2)

Tossz

Ezeknél bonyolultabban szamithat6 a kompeticids halalozas valdszinlisége, hiszen ez mar az
egyedek aktualis elhelyezkedésétdl is fligg, nem csak a teljes 1étszamtol. Egy i tipusu (i = 1,2)
egyednek egy téle r tavolsagra 1évd j tipust (j = 1,2) egyed altal okozott kompeticios
halalozési rataja a (2.1.5) egyenlet két fajra torténd altalanositasa alapjan — kihasznalva, hogy
az egyes celldkban egy-egy egyed van — a;; - U;;(r) alakban irhat6 fel. Egy egyed teljes
kompeticids haldlozasi ratdja az Osszes tobbi egyed esetén kiszamitott a;; - U;;(r) értékek
Osszege. Ezeket teljes kompeticios haldlozasi ratakat minden egyes cellara egy K matrixban
tarolja a program. (Ha egy cellaban nincs egyed, akkor K azon eleme 0.) A K matrix a
szimulaci6 soran 1épésrol-1épésre valtozik, de a gyorsabb miikodés érdekében a program mindig
szamontartja az €l6z8 1épésben kapott K matrixot is, €s az a;; - U;j(r) ratdk 0sszegzését nem
végzi el minden 1épésben Ujra, csupan az éppen bekovetkezett valtozasnak — egy egyed
sziiletésének vagy haldlozasanak — megfeleléen modositja az el6z6 1épésben érvényes K
matrixot. Uj egyed sziiletésekor K minden eleméhez hozza kell adni egy a; j - Ui;(r) tagot és
az 1j egyed celldjdban kiszamitani a tobbi egyed Osszhatésat, egy egyed elhaldlozasakor pedig
ennek celldjaban K értéke 0-ra valt €s a megfeleld a;; - U;j () ertékkel csokkenteni kell K tobbi

elemét.

Annak a valdszinlisége, hogy egy szimulacios 1épésben valamelyik egyed kompeticiéo miatti
haldla fog bekovetkezni, a K matrix 0sszes elemének az Osszege. Ennek megfeleléen a
kompeticids halal py;,, valoszinliségét a (4.1.3) kifejezés adja meg. Az itt szereplé mindkét

0sszegzeés az R racson pillanatnyilag helyet foglalo 6sszes egyeden végigmegy. A (4.1.1), a
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(4.1.2) és a (4.1.3) képletekrdl dsszességében mar leolvashato, hogy két faj jelenlétében az 7,4,

ratadsszeget a (4.1.4) egyenldség irja le.

_ XY a;Ug(r)

Tossz

Pkn (4 1. 3)

Tossz = Nl ’ (fl + P‘l) + NZ ’ (fZ + P‘Z) + ZZ aij ’ Uij(r) (4-1-4)

A lehetséges események (sziiletés, ,,spontan” haldl, kompeticiés haldl) valoszintiségeinek
kiszamitdsa utdn a program kisorsolja az események valamelyikét, végrehajtja az ennek
megfeleld valtoztatast a racs R matrixan és 1épteti az idot dt = 1 /7,4, €rtékkel. A kovetkezd
részek az egyes események végrehajtasat taglaljak, valamint a D(r) és az U(r)

strtiségfiiggvény alkalmazésa is részletezésre kertil.

,Spontan” halal

Ha az i-edik faj egy egyedének kompeticids hatasoktol fliggetlen elhalalozasat sorsolta a
program, akkor egyszeriien csak meg kell keresni az i tipust egyedeket tartalmazd celldk
indexeit az R racson, majd ezek koziil egyenletes eloszlassal kisorsolni egyet, és a kivalasztott

matrixelem értékét i-rél 0-ra atirni.
Halal a kompeticio miatt

Ha a sorsolds alapjan egy egyed kompeticié miatti elhaldlozdsa kovetkezik be, akkor az
egyedenkénti kompeticids haldlozasi ratak ismeretében lehet kivéalasztani, hogy melyik egyed
pusztul el. Annak a valdszinliségét, hogy az R(k, ) cella egyede hal meg — mar tudvan, hogy
kompeticids halal kovetkezik be — a (4.1.5) Osszefiiggéssel irhatjuk fel. Itt az elsé 1épésben a
feltételes valosziniiség definicidja szerepel, a masodik 1épésben pedig a K matrix definicidjat
(az egyes celldkban érvényes kompeticids haldlozasi ratakat tartalmazza) és a (4.1.3) képletet
hasznaltuk fel. A program minden egyedre kiszamitja ezt az értéket, majd ezeknek megfeleld

eloszlassal kisorsolja az egyik egyedet, amelynek helyére az R matrixban 0-t ir be.

p(R(k, ) hal meg | kompeticiés halal van) = P(R(k1) kompeticié miatt meghal) _

Dkh

(4.1.5)
K (k1) /Tossz _ K (k1)

- LY a;Uij(r)/Tossz LY aijUs(r)

Uj egyed sziiletése

Ha egy i tipust 0j egyed sziiletését valasztotta a program, akkor az i tipusti egyedek koziil

egyenletes eloszlassal kivalaszt egyet szililének, majd ezen egyed cellajanak kdzéppontjat az
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origonak tekintve a D(r) diszperzios stiriiségfiiggvénynek megfelelden kisorsolja az utod

crer

ha viszont iires, akkor az R racsban az itt szerepld 0 helyére i kertil.

A kompeticios és a diszperzios suriiségfiiggvény szerepe

Mindkét fiiggvény szempontjabol kétféle esetet valdsitottam meg: az atlagtér-kozelitésnek
megfelelot, amikor a kompeticid és a diszperzid a tavolsagtol fiiggetlen, vagyis konstans
striségfiiggvénnyel irhat6é le, valamint sziikség volt egy, az egyedek kozti interakciok
lokalizaciojaval 6sszhangban 1év0, az egyedek kozotti r tavolsaggal lecseng6 stirtiségfliggvény
esetének vizsgalatara is. Mindkét esetben alapvetd kdvetelmény a striiségfiiggvények (4.1.6),
illetve (4.1.7) képlettel (korabban (2.1.15) egyenletek), a teljes térre kiterjedd integrallal vagy
az Osszes cellara vonatkoz6 0sszegzéssel felirhatd normaltsaga.

[ D(lzl)dz = 1 vagy 5, D(lz]) =, (4.16)

JU(lzl)dz = 1 vagy 5, U(lz]) = ; (4.17)

Atlagtér-kozelitésben az U () kompeticios siiriiségfiiggvény a (4.1.7) normalasi feltétel alapjan
m? darab, egyenként h teriiletdi cellabol allo racsnal a (4.1.8) alakot dlti. Az 0j egyedek
szliletésénél pedig a diszperzids slirliség allanddséga egyszeriien annyit jelent, hogy az utodok
pozicidjanak sorsolasakor egyenletes eloszlassal valasztunk egyet az R racs m? darab cellaja
koziil. A konstans stirliségfiiggvény altal jellemzett folyamatoknal a program zart
hatarfeltétellel dolgozik.

1
m2-h

Y, U(lz) =m?-U :=% — > U =U= (4.1.8)

A lecsengd stirliségfiiggvénynek az egyszerliség kedvéért a normalis eloszlas
stirliségfiiggvényét valasztottuk. A Gauss-gorbe Fourier-transzformaltja ugyanis szintén Gauss-
gorbe, ami az egyensulyi kovarianciak szamitasakor ((2.3.6), valamint (3.3.5), (3.3.7) és (3.3.9)
kifejezések) konnyebbséget jelenthet. A racs mérete azonban véges, igy a Gauss-gorbe
végtelenben lecsengd (4.1.9) formdja nem megfelelé a szdmunka. Ehelyett a 4.1.2. abran
bemutatott levagott sz€li fél Gauss-fliggvényekkel dolgozunk. Ha ezt az atlagtér-kozelitéstol
eltérd esetet valasztjuk, akkor periodikus hatarfeltételt alkalmaz a program a racs véges

méretébdl fakadd hibak csokkentése érdekében. Az U(r) és a D(r) fiiggvények levagasa a

teljes racs oldalhosszanak felénél, vagyis r = m - L/2 tavolsagnal van, ahol L = v'h az egyes

cellak oldalhossza. Ennek a valasztdsnak az oka, hogy igy érhetd el, hogy a periodikus
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hatarfeltétel alkalmazasakor minden egyednél az Osszes tobbi egyedet maximum egyszer
vegyiik figyelembe szomszédként és egy egyed hatdsat ne érvényesitsiik tobbszor.

2

1 _r
= . 202
f)=F="e2 (4.1.9)
Példak a szimulaciéban alkalmazott siiriiségfiiggvényekre
— 5=0.75
T — =1
0=2.5
— =5
—— =10
0.8
c
)
- 06
(s)]
©
>
S
Q | LY
0.4 —
0.2F
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 B 4.5 5
r (hosszegyséq)

4.1.2. abra: Az atlagtér-kozelitéstol valo eltérés vizsgalatakor alkalmazott 1-re normalt,
levagott szélii normdlis eloszlast leiro siiriiségfiiggvények néhany kiilonbozo o szords mellett.
A szimuldaciok soran alkalmazott h = 0.01 hosszegység?® teriiletii, L = 0.1 hosszegység
oldalhosszusagu cellakbol allo 50 X 50-es rdcs esetén a levagas r = 50 - 0.1/2 = 2.5

hosszegységnél talalhato.

A oy szorasu kompeticios stiriségfiiggvényt normaloé ky o, konstans kiszamitasat folytonos
tér esetén az erf(x) Gauss-féle hibafiiggvénnyel tehetjiik meg a (4.1.10) képlet alapjan.
Diszkrét cellakbol allo racsra a szimulacid legelején a még nem normalt, levagott széli fél
Gauss-gorbének megfelelé U;;(r) fiiggvény felhasznalasaval egy tetszéleges — példaul az
R(1,1) — cella kdzéppontjaba helyezett origd mellett meg kell hatarozni a (4.1.11) kifejezéssel
megadott k,orm Konstanst, és a késdbbieckben a K matrix elemeinek szamitasakor U;j(r)
helyébe mar az ezzel normalt levagott szélii Gauss-fiiggvény értékét kell beirni. A (4.1.11)

képletben szerepld 7y, egy adott cella kdzéppontjanak az origdtol vett tavolsagat jeldli.

1 L
Knorm = 5 - erf (o) (4.1.10)
Knorm = Xminden celléra Uij (rckp) “h (4.1.11)
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Az egyedeket mindig a cellajuk koézéppontjaba képzeljiik. Az R(s,0) cellaban 1év6 egyed
pozicidja igy a cellak L oldalhosszanak ismeretében a (4.1.12) osszefliggés alapjan atvalthato
x ¢és y Descartes-féle koordinatakra, amelyek ismeretében az R(sorigé, oorigé) cellatol vett r
figyelembe kell még venni az (x —m-L,y—m-L), (x—m-L,y), x—m-Ly+m-L),
,y+m-L),x+m-Ly+m-L),(x+m-Ly),(x+m-Ly—m-L)é (x,y—m-L)

koordinataju helyeken is.

(x,y) = ((0 - oorigé) ‘L, (Sorigé - 5) ) L) —_— = x?+y? (4.1.12)

Az atlagtér-kozelitéstol valo eltérés vizsgalatanal az ) egyedek sziiletésekor az utédok helyét
izotrop irdnysorsolassal kell kivalasztani Ggy, hogy az egyedek sziil6tdl vett tavolsdganak
stiriségfiiggvénye a D (r) levagott sz¢&lt, normalt Gauss-gorbe legyen. Ennek megvalositasahoz
0 varhato értékli, o, szorast normalis eloszlas szerint sorsolunk egy x és egy y koordinatat,
melyeket a sziild celldjanak kozéppontjaba rogzitett origd mellett értelmeziink. Az igy kapott

véletlen pozicidk origotdl mért r tadvolsaga a (4.1.13) levezetés alapjan szintén normalis

eloszlasa. Ham - L/2 < \/m adodott, azaz a sorsolt tavolsag a D (r) fiiggvény levagott
szakaszara esik, akkor egyszerlien Uj x —y koordindtapart sorsolunk. Az igy kapott
koordinatakat atvaltva az R matrix megfelelé cellaindexeire megkapjuk az utéd szamara
kivalasztott cellat, melynek betoltetlensége esetén 1étre is jon az 0j egyed.

2 2 2
1 X Yy 1 _x +y 1 T

_x 1 il -
- zZ. . Z — . 7 — . 2
21o? € 27mo? €2 =z € T T € (4.1.13)

4.2. Egyensulyi egyedszamok atlagtér-kozelitésben

A 2.1. fejezet taglalta egy egyediil jelen 1évo faj n atlagos egyedstiriiségének idébeli valtozasat
leird (4.2.1) differencidlegyenlet (korabban (2.1.26) egyenlet) levezetését. Atlagtér-
kozelitésben az egyedek korreldlatlanok, igy a sik kiilonb6zd pontjai kozotti kovarianciat
megado c(r) fiiggvény konstans 0 értéket vesz fel. Ezt kihasznalva az n, egyensulyi
egyedszamot a (4.2.2) egyenlet adja meg. Ebbdl — az n, = 0 megoldason kiviil — atrendezés
utan a (4.2.3) képlettel megadott értékre jutunk. Természetesen az n, = 0 megoldas is
egyensulyi pontja a rendszernek, hiszen 0-rél indulva 0 is marad a populéci6 1étszama, de ez
az eset szamunkra érdektelen. A szimulacidban a populacio teljes 1étszdmanak idéfejlodését
kovetjiilk nyomon, erre vonatkozoan az elmélet alapjan vart Nee,;llm egyensulyi értéket h

cellateriilet €s m X m darab cella esetén a (4.2.4) kifejezés adja meg.
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B A f—u—a U0 —a-Al—a-2m [Cc(r) -UE) Tdr “2.1)
O=ne:[f—u—a-U0) —a-n,l (4.2.2)

g = [t (4.2.3)

NEm = m? - p - L0 (4.2.4)

a
A szimulacidk sordn a folyamat sztochasztikus jellegének megfelelden a populacié 1étszama
folyamatosan ingadozott, azonban idével a fluktudciok egy adott egyensulyi érték koré alltak
be. A mért Nesczlim egyensulyi egyedszamot a beallast kovetd szakaszon kapott N(t) értékek
atlaga adta. Az egyensulyinak tekintett szakaszt mindig az adott N (t) grafikon alapjan jeloltem
ki, azon a részen, ahol mar csak a véletlen fluktuaciok voltak jelen. Az egyensulyinak itélt
szakaszhoz tartozo egyes egyedszamok o meres Korrigalt empirikus szorasat p darab mérési
pont (p db kiilonb6zé t idépontban vett N(t) érték) atlagolasa esetén a (4.2.5) képlet alapjan

szamitotta a program, az Ngéim egyensulyi €rt€k gy1,4 hibdjat pedig a (4.2.6) Osszefiigges adja

meg.
1 ; 2
O1mérés = \/pTl ' Z?:l(Np - Néc'élm (4.2.5)
Titlag = ~0 (4.2.6)

Két kiilonboz6 N(0) kezdeti egyedszamrol inditott futtatas eredményét mutatja a 4.2.1. és a
4.2.2. abra. Ezeken mar latszik, hogy a rendszer allapota tetszdleges (nem tal Kkicsi)
egyedszamrol ugyanoda, méghozza a szamitasok alapjan vart egyenstlyba tart. Kisebb, a
fluktuaciok nagysagaval dsszemérhetd egyedszamoknal eléfordulhat viszont, hogy a véletlen

ingadozasok sordn a populécio kihal.
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egyedszam a teljes racson

Réacsméret: 50x50 db cella  h=0.01 hosszegység2 Hatarfeltétel: zart
N(0)=200 Abrazolt Iépésszam (kihalsig): 22000 db a 22000 Iépésbdl
11=0.2 1/idéegység =04 1/idGegység D(r)egyenletes «=0.11/idéegység U(r) egyenletes
A szimulacié utolsd 20000 egyedszamanak atlaga: N:;"“:47.1:0.1
200 —

Nty

180 - —_— N:‘q'"=49.0
zim =
- NZQ _g1me'rés_36'8
160 — - = —NTM4y =573
Bg Amérés

=]
o
—

wﬂiﬁﬁ%' - r' i i’ - TK:LW _M_ ~
““W\V E LWW m\lﬁ Jl’""ﬁ

@
f=]
_|.4

0 100 200 300 400 500 600
t (iddegyseg)

4.2.1. abra: A populacio teljes létszamanak idobeli valtozdasa a mért és az elméleti egyensulyi
egyedszam, valamint a futtatdskor bedllitott paraméterek feltiintetésével. Magas kezdeti

egyedszamrol indulva is viszonylag gyorsan beall az egyensuly.

Az egyensulyi egyedszam (4.2.4) elméleti értékét elvileg pontosabban visszakaphatjuk, ha
noveljiik a szimulacios 1épések szamat és tobb N(t) értéket atlagolunk Ossze az egyensulyi
allapotban. A 4.2.2. abran feltlintetett paraméterek mellett 2002000 1épést elvégezve és az
utols6 2000000 lépésben kapott egyedszamokat Osszedtlagolva az egyensulyi egyedszamra
Neséim = 48.6 + 0.01 adodott, ami a 4.2.2. abra mérésével megegyezden 0.4-del tér el a vart
N:}lm = 49 egyedtdl, tehat a 1épésszam ndvelése egy bizonyos ponton til mar nem eredményez
jelentds javulast a mérésben. Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy az egyensulyi allapot a

hosszu futtatas alapjan valoban stabilnak mondhato és tartosan fennmarad.
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Racsméret: 50x50 db cella  A=0.01 hosszegység2 Hatarfeltétel: zart
N(0)=10  Abrazolt lépésszam (kihalasig): 22000 db a 22000 lépésbdl
1=0.2 1/idéegység f=0.4 1/idéegység D(r)egyenletes «=0.1 1/idéegység U(r) egyenletes
A szimulacié utolsd 20000 egyedszamanak atlaga: NZ:""=49.4:0.1
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egyedszam a teljes racson
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| m \ —N:':'=49.0
zon —— =N 2400
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4.2.2. abra: A populdcio teljes létszamanak idobeli valtozdasa a mért és az elméleti egyensulyi
egyedszam, valamint a futtatdaskor bedllitott paraméterek feltiintetésevel. Alacsony kezdeti

egyedszamrol indulva is a vart egyensulyi allapotba tart a rendszer.

Altaldban megfigyelhetd volt — illetve a 4.2.1. és a 4.2.2. abran szereplé mért egyensulyi
egyedszamokbdl is latszik —, hogy bar az Osszes futdsnal bedllt a rendszer egy egyensulyi
allapotba, méghozza az elméleti értékhez kozel, de az egyes futdsok alkalméval jellemzden
kiilonb6z6 egyensulyi egyedszamokat mért a program. Ez a jelenség a vizsgalt racs véges
méretébdl fakad, nem tal nagy racsokndl ugyanis a rendszer beragadhat egy-egy, a tényleges
egyensulyhoz kozeli allapotba. A futasidd jelentds megnovekedése miatt azonban 50 X 50-
esnél nagyobb racsot nem vizsgaltam, igy a hiba kikiiszobolése érdekében inkabb
megkiséreltem az egyensulyi egyedszdmot tobb azonos paraméterii futas egyenstlyi

szakaszainak kiatlagolasaval meghatarozni.

Mivel az egyes szimulacids lépésekhez tartozo id6lépés mindig az aktudlis haldlozasi és
sziiletési ratak Osszegétdl fligg, igy a kiilonboz6 futtatasok soran kapott N(t) gérbék nem
ugyanazoknal a t értékeknél adjadk meg a populacio 1étszamat. Az egyensulyi allapot viszont
egy 1dotdl fiiggetlen, allandosult allapot, igy az egyensulyi egyedszam becslésekor nem szémit,
hogy az 6sszeatlagolt egyedszamok melyik iddponthoz tartoztak. Az egyensulyi allapot elérése
utan az egyes szimulacios 1épésekben kiatlagolva a kiilonb6zo futasoknak az adott 1épéshez

tartoz6 egyedszamait a kordbbiaknal kevésbé fluktuald, kisebb kiugrasokkal rendelkezo
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egyedszam a teljes racson

grafikont kapunk. Ennek az Ngs (1épésszam) gorbének a szimulaciods 1épésekre vett atlagaként
szamitva az egyensulyi egyedszamot csokkenthetd az egyes futasok egyensulyi allapota kozti
eltérésbol korabban adodo hiba. Egy ilyen mérést mutat be a 4.2.3. dbra. Errdl leolvashato, hogy
ezzel a modszerrel Neséim = 48.7 £ 0.01 lett a mért egyensulyi egyedszam, ami csak 0.1-del
kozeliti jobban az Ngglm = 49 ¢értéket a fenti méréseknél. A késébbi vizsgalatok soran, jelesiil
az egyensulyi egyedszdmnak az interakciok hatotavolsagatol valdo  fliggésének
tanulmanyozéasakor mégis ezt a modszert alkalmaztam, mivel az igy mért értékek kevésbé

voltak ingadozoak, mint az egyetlen futds alapjan becsiilt egyensulyi egyedszamok.

Racsméret: 50x50 db cella  h=0.01 hosszegység2 Hatarfeltétel: zart  N(0)=10
Futasok szama: 100 Egy futas 22000 lépésbdl allt.
1=0.2 1/idéegység f=0.4 1/idéegység D(r) egyenletes «a=0.1 1/idéegység U(r) egyenletes
Az bsszes futas utolsé 20000 egyedszamanak atlaga: N::'m=48.7j:0.01
52 —

N'au(lepesszam)

AF'“‘—49 0
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l“ Mu l‘ I ‘ .l J ﬂ \I\M\ m ﬂ | \ ‘ !

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2

szimulacios lépés sorszama x10%

4.2.3. abra: 100 db azonos paraméterii futtatds atlaga az egyes szimuldcios lépésekben az

egyensulyi szakaszon.

A program két fajbol allo rendszer szimuldlasara is képes, egy ilyen futtatdsbol kapott
egyedszam—idé fliggvényt mutat a 4.2.4. 4bra. Két faj esetén az elméleti egyensulyi
egyedszamokat a (4.2.7) és a (4.2.8) differencialegyenletek (kordbban (3.1.2) egyenlet) alapjan
lehet meghatarozni. Atlagtér-kozelitésben (c; i(r) =0,i,j = 1,2) ezekbodl a (4.2.9) és a (4.2.10)
egyenletekbdl allo egyensulyi egyenletrendszer adodik, melyet megoldva a teljes populacio
Nfgg €s N{L‘g nullatol kilonbozd, tehat a két faj egyiittélésekor érvényes egyensulyi

egyedszama a (4.2.11) és a (4.2.12) képlettel fejezhetd ki. Ennek felirasahoz még kihasznaltuk,
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egyedszam a teljes racson

hogy az i-edik faj teljes létszama az 7; atlagos egyedsiiriiség és a teljes éldhely m? - h

tertiletének szorzata.

200 —

180 —

140 |-
120 [~
100

80—

o

dn _ _
e =1 [fi == ann - Upg (0) = Spemg g e - ] —
(4.2.7)
— k=120 " 2T fooo c1x(r) - Uy (r)-rdr
dn _ _
% =ny- [fz =y — apy - Upp(0) — Zk:1,2 237 'nk] -
(4.2.8)
— k=122 * 2T fooo Cop (1) - Upe(r) -rdr
0="1e-[fi —t1 —ary - U11(0) — ayq - Nye — a3 - T3] (4.2.9)
0 =Mge - [f2 — Uz — @z - Upz(0) — @y - Tle — @z * Tige] (4.2.10)
Nlegal =m2-h- o [fi—p1—a11-U11(0)]—aqz[fo—pa—az;-Uz2(0)] (4211)
! ®X11°A22—A12°A21
N{lerg =m2-h- a1 [fa—t2—az2 Uz (0)]—azq[fi—py1—aq1-U11(0)] (4212)

@, =0.05 1/id6egység

X11'A22—QA12°A21

Réacsméret: 50x50 db cella  h=0.01 hosszegység®  Hatarfeltétel: zart
N1(O)=200, N2(0)=50 Abrazolt Iépésszam (teljes kihalasig): 55000 db a 55000 |épésbdl

;:1=U.13 1/idéegység

;;2=0.1 1/idéegység

U,, egyenletes U, egyenletes U, egyenletes U, egyenletes
A szimulacio utolsd 40000 egyedszamanak atlagai: NﬁZ;:j=48.si0.1 és NgZ;:j=62.5io.1

f1=0.3 1/idéegység f2=0A25 1/idéegység D, egyenletes D, egyenletes
n:12=0.025 1/idéegység 0:21=0.02 1/id6egység r:—22=0.04 1/idéegység

N()
——— NE™ =50.2
€q

zim_
1,eq 1,1mérés
zim
R +
N“‘:,eq Uﬂ,lmanés
N(t)
N =67.7
2.eq
_ Zim-(r
2,eq  2,1mérés
zim
- +
2,eq 02.1mérés

=35.8

=61.8

=48.1

=76.9

40 |

400 500 600 700 800 900
t (id6egység)

4.2.4. abra: Keét fajbol allo populacio teljes létszamanak idobeli valtozasa a mért és az

elméleti egyensulyi egyedszamok, valamint a futtataskor beallitott paraméterek

feltiintetésével.
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egyedszam a teljes racson

4.3. A Kis cellaméret és a kis egyedsiiriiség szerepe atlagtér-kozelitésben

A 2. ¢és a 3. fejezetben taglalt modellben a levezetések soran feltételeztiik, hogy az egyes cellak
h teriilete 0-hoz tart, valamint hogy a populacid meglehetdsen ritka, igy tetszéleges x
pozicioban élhetiink az 1 — N(x) — 1 kozelitéssel. A kovetkezékben azt mutatom be, hogyan

crer

elméleti értékhez képest akkor, ha a fenti két feltétel nem teljesiil.

A 4.3.1. abra mutatja az egyensulyi egyedszamnak a h cellamérettdl valo fliggését. Az elméleti
érték a (4.2.4) képletnek megfelelden ardnyos h-val. A mért egyensulyi 1étszamok viszont h
novelésével (ahogy a h — 0 kozelités érvényét veszti) az elméleti értéknél kisebbé valnak. A
(4.2.4) 6sszefiiggés alapjan h ndvelésével akar a racs altal lehetévé tett maximalis m? darab
egyednél is magasabb lenne az egyensulyi 1étszdm, de ez természetesen igazdbdl nem
valdsulhat meg. A cellateriilet tilzott csokkentésével viszont ismét nem kapjuk vissza az
elméletbdl adodo egyensulyi populacidoméretet, ekkor mar ugyanis olyan kicsivé valik az
egyensulyi egyedszam, hogy a véletlen fluktudcidok nagysaga 6sszemérhetd lesz vele, igy a

populacié a fluktudciok soran nagy valdsziniiséggel kihal.

Racsmeéret: 50x50 db cella

Hatarfeltétel: zart  N(0)=100
Maximalis |épésszam: 25000 NS:'"‘ az utolsd 15000 lépésben kapott egyedszamok atlaga.

1=0.2 1/idéegység f=0.4 1/idéegység D(r)egyenletes «=0.1 1/id6egység U(r)egyenletes
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h (hosszegységz)

4.3.1. dbra: Az Ng(llm elméleti és az Neséim meért egyensulyi egyedszam h cellateriilett6l valo

fliggése.
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egyedszam a teljes racson
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Az 1—-N(x) - 1 kozelités akkor érvényes, ha a teljes élettérre vonatkoztatott atlagos
egyedstiriség elegendden kicsi, vagyis a populacid 1étszdma nem tul nagy. Az egyensulyi
egyedszam novelését és csokkentését egyszeriien az f szaporodasi rata valtoztatasaval
végeztem. Ennek hatasait a 4.3.2. abra szemlélteti. Itt is az el6zO0hdz hasonld tendencidk
lathatoak: nagy f értékekre, ahol mar nem élhetiink az 1 — N(x) — 1 feltételezéssel, mar nem
ad jo eredményt az elmélet, kis sziiletési ratak mellett pedig olyannyira lecsokken az egyensulyi
egyedszam, hogy a véletlen fluktudciok mar jelentdsen lecsokkentik a populécio

fennmaradésanak esélyeit.

Racsméret: 50x50 db cella  h=0.01 ht:;sszegység:j2 Hatarfeltétel: zart ~ N(0)=400
Maximalis lépésszam: 25000 N:z'm az utolsd 15000 lépésben kapott egyedszamok atlaga.

100 #=0.2 1/idéegység D(r) egyenletes «=0.1 1/id6egység U(r) egyenletes
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4.3.2. dbra: Az Ng}lm elméleti és az Ngéim mért egyensulyi egyedszam f szaporodasi ratatol

valo fiiggése.

4.4. A kolcsonhatasok hatotavolsaganak korlatozasa

Szemben az atlagtér-kozelitéssel, amelynél a populacio egyedei egyenletesen oszlanak el az
¢léhelyen, a diszperzid €és a kompeticid hatdtavolsaganak csokkentésekor az egyedek
csoportosulni kezdenek, a populacio térbeli szerkezete fragmentaltta valik. Ez az alapvetd
kiilonbség figyelhetd meg a 4.4.1. és a 4.4.2. abra kozott. E1obbi egy atlagtér-kozelitésben
elvégzett, utdbbi pedig egy normalis eloszlast leird D (r) és U(r) fuggvények mellett készitett

szimulacid néhany pillanatképét mutatja.
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1. lépés

1000, 16pés

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

10000. lépés

4.4.1. abra: Pillanatképek a 4.2.1. abran szereplo, atlagtér-kozelitésben végzett szimulaciorol.
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1000. lépés

5000. lépés 10000. lépés

15000. lépés 20000. Iépés

4.4.2. abra: Pillanatképek a 4.4.3. abra lokalis kolcsonhatasok mellett végzett szimulaciojarol.
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egyedszam a teljes racson

Az egyedek csoportosulasakor egy ritka populacioban nem tud annyira érvényesiilni a
ritkasagbol fakadd elony (a negativ gyakorisagfiiggés), mint atlagtér-kozelitésben, ilyen
esetekben ugyanis lokalisan akkor is viszonylag nagy egyedstriiségek alakulnak ki, amikor a
teljes élettérre vonatkoztatott atlagos egyedsliriis€ég mar kicsi. Ennek eredményeképp az
interakciok hatotavolsaganak limitalasakor egyetlen faj jelenlétében az atlagtér-kozelitéshez
képest kisebb egyensulyi egyedszamra all be a rendszer, két fajbol allo rendszerben pedig azt
varjuk, hogy jelentsen besziikiil az egylittélési tartomany, igy a legtobb esetben valamelyik faj
kihal és nem valosul meg koegzisztencia. A dolgozat kereteibe két faj korlatozott terjedés és
versengés melletti egyiittélésének vizsgalata mar nem fért bele, a kdvetkezokben az egy fajra

vonatkoz6 eredmények kertilnek bemutatasra.

Egy normalis eloszlast leird diszperzios és kompeticids stiriiségfiiggvény mellett, egy faj
jelenlétében elvégzett szimuldcié eredményét mutatja a 4.4.3. dbra. Itt a fluktudciok mar nem
az atlagtér-kozelitésben, a (4.2.4) képlet alapjan szamitott egyensulyi érték koriil jelentkeznek,
hanem az alatt. Az egyensulyi egyedszam csokkenése nem mellesleg megnoveli annak a
valosziniiségét, hogy egy véletlen fluktuacié soran a teljes populacio kihal. Példaul a 4.4.3.

abran t = 500 koriil ez majdnem be is kdvetkezett.

Racsméret: 50x50 db cella  h=0.01 hosszc—:;g;]ység2 Hatarfeltétel: periodikus
N(0)=100  Abréazolt lépésszam (kihalasig): 22000 db a 22000 lépésbél
1=0.2 1/idéegység f=0.4 1/idbegység D(r) szérasa=0.75 hosszegység «a=0.1 1/idéegység U(r) szérasa=0.75 hosszegyséeg
A szimulacio utolsd 20000 egyedszamanak atlaga: NZ:'"‘=38.1 +0.08
120 —

N(t)
—Nj;"=49.0
ZIm -
100 - N:q "0 ymeres— 21 2
- - = NEMiy =490
eq 1mérés

80—

0 100 200 300 400 500 600 700 800
t (idoegység)

4.4.3. abra: Egy fajbol allo populacio egyedszamanak idofejlodése normalis eloszlast leiro

diszperzios és kompeticios siiriiségfiiggveny eseten.
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Ha az U(r) kompeticiés strliségfiiggvényt konstansnak valasztjuk, vagyis a kompeticid
szempontjabol atlagtér-kozelitést alkalmazunk, akkor az Gsszes egyed ugyanigy verseng
egymassal az ¢l6helyen elfoglalt pozicioktol fliggetleniil, igy a populdcid egyensulyi
egyedszaménak kialakitdsdban végeredményben nem szamit az egyedek térbeli eloszlasa.
Vagyis ha a kompeticidos hatdsok az egyedek kozotti tavolsagtol fliggetlenek, akkor a
tavolsaggal lecsengd — pl. normalis eloszlasnak megfeleld — diszperzids stiriségfliggvény

mellett is az atlagtér-kozelitésben érvényes egyenstlyi egyedszam alakul ki.

Tavolsagtol fiiggetlen versengés €s kiilonb6zo g, szérasu normalis eloszlasu diszperzid mellett
egyetlen faj egyensulyi 1étszamara kapott eredményeket mutatja a 4.4.4. abra. Ezen j6l lathato,
hogy az utdédok szétszorédasanak korlatozottsdga csak akkor eredményez az atlagtértdl valo
eltérést, ha a diszperzios siirliségfiiggvény mar viszonylag kis tavolsagokban levag,
pontosabban ha g, < 5 - L. Ekkor ugyanis csak az utdod szamara kisorsolt pozicio igen nagy
valdszinliséggel nagyon kozel esik a sziild celldjahoz, vagyis a legtobb esetben az utdd egy mar
foglalt cellaba sziiletne. Ez viszont a szimuldcidbban nem megengedett, a mar foglalt celldba
sorsolt utddok nem jonnek létre. Ezaltal a D(r) fiiggvény gyors levagasa esetén az utdodok
jelentds részének létrejottét megakadalyozza, ami miatt az egyedek létszama az atlagtér-

kozelitésben vart érték alatt marad.

Az atlagtér-kozelitésben érvényes egyensulyi egyedszamot kapjuk vissza akkor is, ha a D(r)
diszperzios stirliségfiiggvény konstans — vagyis az utdodok a sziiloktdl tetszdleges tavolsdgban
azonos val6sziniiséggel jonnek létre —, de a versengés csak az egymashoz kozelebbi egyedek
kozott 1ép fel. Az U(r) kompeticios fliggvény normaltsaga ([ U(|y|)dy = 1) azt vonja maga
utan, hogy a hatdtavolsag csokkentésével a még hatotavolsagon beliil esé egyedek egyenkénti
hatraltatd hatdsa nd. (A szimulécioban alkalmazott levagott sz€élii normalis eloszlasra: a oy
szoras csokkentésével az U(r) fiiggvény egyre nagyobb értékeket vesz fel a 0 < r < L/2
intervallumon.) Ugyanakkor az egyenletes eloszlasu diszperzid miatt a populdcio egyedei a
teljes ¢€lohelyet egyenletesen toltik ki, tehat nem szaporodnak fel az egyedek egymas
kornyezetében, a ,,kozeli” és a ,,tavoli” szomszédok gyakorisaga azonos. Igy végeredményben
a hatotavolsagon beliili egyedek egyenkénti kompeticids hatdsanak megnovekedését
ellensulyozza az, hogy a hatétavolsagon kiviil esé szomszédok egyaltalan nem versengenek a

vizsgalt egyeddel.

56



egyensulyi egyedszam a teljes racson

Racsméret: 50x50 db cella  h=0.01 hosszegység2 Hatarfeltétel: periodikus ~ N(0)=50
Maximalis lépésszam: 40000 N:z‘m az utolsé 30000 Iépésben kapott egyedszamaok atlaga.

o 1=0.2 1/idéegység f=0.4 1/idéegység D(r) normalis eloszlastirle «a=0.1 1/idéegység U(r) egyenletes
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D(r) szorasa (hosszegység)

4.4.4. abra: Egy fajbol dllo populacio Ngéim mért egyensulyi egyedszama az egyes mérések
O1méres Nibdjanak feltiintetésével kiilonbozd oy szordsu normalis eloszlast leiré D (r)

diszperzios stirtiségfiiggvények és konstans U(r) kompeticios stiriiségfiiggvény esetén.

Egyenletes eloszlasu diszperzid és kiilonbozd oy szoérasti normalis eloszlasokkal leirhato
versengés esetén egyetlen faj egyensulyi egyedszamara vonatkozoé mérési eredményeket mutat
be a 4.4.5. abra. Ezen — a 4.4.4. abrahoz hasonloan — lathato egy letorés kis (o < 5- L)
szorasoknal. Ez annak koszonhetd, hogy az U(r) fliggvény nagyon gyors levagasakor U(0)
értéke  olyannyira megnd, hogy az egyes egyedeknek a sajat jelenlétiikbol
(forrasfogyasztasukbol) adoddé a-U(0) halalozasi ratija mar jelentdsen megemeli a

halélozasok szamat az atlagtér-kozelitéshez képest.
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egyensulyi egyedszam a teljes racson

Racsmeéret: 50x50 db cella  h=0.01 hosszegysé92 Hatarfeltétel: periodikus ~ N(0)=50
Maximalis lépésszam: 40000 N:z'm az utolsd 30000 lépésben kapott egyedszamok atlaga.

" 11=0.2 1/id6egység f=0.4 1/idéegység D(r) egyenletes «=0.1 1/idbegység U(r) normalis eloszlast ir le
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4.4.5. abra: Egy fajbol dllo populacio Ngéim mért egyensulyi egyedszama az egyes mérések
O1méres Nibdjanak feltiintetésével kiilonbozd oy szorasu normalis eloszlast leiré U(r)

kompeticios stirtiségfiiggvények és konstans D(r) diszperzios siiriiségfiiggvény esetén.

Végezetiil azt is megvizsgaltam, hogy mi torténik akkor, ha a kompeticid és a diszperzid
egyarant a kordbban (4.1. alfejezet) ismertetett levagott sz&lii normalis eloszlassal irhato le. Az
igy mért Né’éim egyensulyi egyedszamoknak az atlagtér-kozelités elméleti eredményétdl valod
eltérését szemlélteti a 4.4.6. abra. Ezen jol lathatd, hogy a varakozasoknak megfeleléen a
korlatozott hatdtavolsagl interakciok mellett — az egyedek csoportosuldsa €s ezaltal a ritka
elény csokkenése miatt — az egyensulyi egyedszam lecsokkent az atlagtér-kozelitésben
varhatohoz képest. Minél kisebb tavolsagra korlatozzuk a kdlcsonhatasokat (azaz minél kisebb
oy €s ap), annal inkabb eltériink az atlagtér-kozelitéstol. A D(r) és az U(r) stiriségfliggvények
szérasanak novelésekor pedig, ahogy a Gauss-gorbe egyre laposabba valik, a diszperzio és a
versengés valoszinlisége egyre kevésbe valtozik a tavolsaggal, és elegendden nagy szorasoknal

mar Iényegében ismét visszakapjuk az atlagtér-kozelitést.
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Racsmeret: 50x50 db cella  h=0.01 hl:lss.zeg)rsl"zvg2 Hatarfeltetel: periodikus ~ N({0)=50
Maximalis lépésszam: 26000 szq'"‘ az utolso 25000 lépésben kapott egyedszamok atlaga 20 db futtatasra.
1=0.2 1idéegység =0.4 1/idéegység D{r) normalis eloszlastirle «=0.1 1/idéegység  U(r) normélis eloszlast ir le

Egyensilyi 6sszegyedszam a fenti parameterek mellett atlagtérben; 49.0
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4.4.6. dbra: Egy fajbol dllo populacio Nggim mért egyensulyi egyedszamanak az datlagtér-
kozelitésben szamitott N&llm elméleti értektol valo eltérése kiilonbozo szorasu normalis

eloszlast leiré U(r) kompeticios és D(r) diszperzios stirtiségfiiggvények esetén.
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Osszefoglalas és kitekintés

A kompetitiv Lotka—Volterra-modellben a versengé fajok egyiittélésére vonatkozodan tett
megallapitdsok a novekedési ratak egyensuly koriili lokalis linearizacioja révén az atlagtér-
kozelitésben altalanos érvényiivé tehetdek (1.3. alfejezet), emiatt a kompetitiv Lotka—Volterra-
modell kiemelked6 fontossagli a versengés leirasaban. Dolgozatom célja ennek a modellnek a
térben explicit kiterjesztése volt a lehetd legegyszeriibb, de talspecializalt feltevések nélkiili
modon, a populacidk térbeli strukturdltsaganak €s a terjedés, valamint a versengés térbeli

korlatozottsaganak az egyiittélést befolyasold szerepének megvilagitasa érdekében.

A korabbi térben explicit 6kologiai modellek jellemzden specifikus szitudcidkat irnak le, és
tobbségiikben racson elhelyezkedd populacidkat vizsgalnak, melyekben rogzitett, hogy mely
cellak képezik az egyes egyedek szomszédsagat. A jelen dolgozatban felirt modellben viszont
folytonos térben szemléljiikk az egyedek elhelyezkedését, ezaltal a diszperzid és a kompeticid

térbeli korlatozottsagat jellemz6 tavolsagok szabalyozhatova valtak.

A populécio diszperzidja ebben a modellben azéltal valésul meg, hogy az utédok a sziild;jiiktdl
tavolabbi poziciokban is létrejohetnek. Az egyedek elmozdulasa viszont nem megengedett,
minden egyed pozicidja a folytonos életteret kozelitd, minden hataron tal finomitott
négyzetracs egy adott celljjaba van rogzitve. (Az egyedek mozgasanak megengedése
érdektelen modon bonyolitana a modellt.) A rendszer viselkedését egy sztochasztikus folyamat
irja le, melyben az egyes egyedek sziiletése, a versengéstdl fliggetlen vagy a versengés miatti
elhaldlozasa jelenti a lehetséges véletlen eseményeket. Alapvetd kozelitése a modellnek, hogy
masodrendli stacionaritasat is, aminek kdszonhetden az egyedek kozti interakciokat csak a

kozottiik 1évo tavolsag befolyasolja, a konkrét pozicidk viszont nem.

A dolgozatban megtortént a modell dinamikdjat leird differencialegyenletek levezetése,
valamint annak az esetnek a felirasa, amikor a populaciok atlagos egyedstirtisége idében lassan

valtozik a parkorrelaciok altal leirt térbeli strukturadltsaghoz képest.

A szimuléciés eredmények megmutattak, hogy ahhoz, hogy az atlagtér-kozelitéstdl eltérd
viselkedést mutasson a rendszer, a terjedés €és a versengés hatotavolsaganak egyidejii
limitaltsaga szlikséges. Egyértelmiien sikeriilt kimutatni azt is, hogy az egyedek kozotti 6sszes
interakcid lokalizaltsdga a populdcid novekedését hatriltatja: az egy fajra vonatkozo

mérésekben korlatozott terjedés és versengés mellett az atlagtér-kozelitésben kapotthoz képest
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lecsokkent a populacié egyensulyi létszama. Ez a jelenség a ritka populaciok negativ
gyakorisagfiiggésbdl eredd elonyének lecsokkenése miatt 1ép fel. A lokalis kdlesonhatdsok
ugyanis az egyedek csoportosuldsdhoz, ezaltal nagy lokalis egyedsiiriségek kialakuldsahoz

vezetnek, ami mellett a populacio ritkasagabol fakado elony nem tud érvényestilni.

Ha a negativ gyakorisagfiiggés kis populaciok novekedésére nézve kedvezd hatasa hattérbe
szorul, akkor egy két fajbol allo rendszerben nem keriil elonybe az aktualisan Kisebb
egyedszammal rendelkez6 faj, igy végeredményben a kolesonhatdsok lokalizaltsdga miatt az
egylittélési tartomany besziikiilését varjuk. Ez a jelenség az Okologiai szemlélet szdmara
egyaltalan nem nyilvanvalo. Pontos matematikai megértését szanjuk a jelen munka biologiailag
relevans kifutasdnak. A korlatozott terjedés és versengés két faj egyiittesére gyakorolt hatasanak
szimulaciokkal torténd vizsgalata azonban a rendelkezésre 4116 id6 korlatossdga miatt mar nem

fért bele a dolgozat kereteibe.

Hasonl6an véarat még magara a kovarianciamérés implementélésa, amely utan megtorténhet a
dolgozatban kidolgozott matematikai leiras eredményeinek szamszert ellenérzése a korlatozott
hatotavolsagh kolcsonhatasok esetén is. Atlagtér-kozelitésben azonban sikeriilt kimutatni a

szimulaciokban és az elméletbdl kapott egyensuilyi egyedszamok egyezését.
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