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Bevezetés 

A legalapvetőbb ökológiai modellek az egyedek egymáshoz viszonyított térbeli 

elhelyezkedésének az egyedek közti kölcsönhatásokat befolyásoló szerepétől eltekintenek és 

csak egy, a statisztikus fizikában is gyakran alkalmazott átlagtér jellegű közelítésben szemlélik 

a kérdéses populációkat. Munkám célja az átlagtér-közelítésen túllépő, a versengő populációk 

viselkedését az egyes egyedek folytonos síkban elfoglalt pozícióinak és a szomszédsági 

viszonyoknak a figyelembevételével párközelítésben leíró matematikai modell kidolgozása (2. 

és 3. fejezet), illetve a kapott eredmények Monte Carlo szimulációval történő vizsgálata (4. 

fejezet) volt. 

A modellben az élettér folytonosságát egy négyzetrács felosztásának minden határon túli 

finomításával közelítjük, az egyes egyedeket egy-egy kis cellához rendeljük. A már meglévő 

egyedek elmozdulását a modell nem engedi meg, a populáció diszperziója csupán azáltal 

valósul meg, hogy az utódok a szülőjüktől távolabbi pozíciókban is létrejöhetnek. Az egyedek 

elhelyezkedését is szem előtt tartó, térben explicit leírás alapja, hogy az egyedek számának 

vizsgálata két szinten zajlik: nem csak az átlagosan jelen lévő egyedeket tekintjük, hanem az 

élőhely különböző pontjai közötti kovariancia figyelembevételével nyomon követjük az egyes 

cellák egyedszámának az átlagostól való várható eltéréseit is. Jelen dolgozat célja speciálisan 

egy olyan határesetnek a vizsgálata, amelyben az élőhelyül szolgáló cellák átlagos betöltöttsége 

időben lassan változik a populáció párkorrelációkkal leírt strukturáltságához képest. 

A rendszer időfejlődése egy sztochasztikus folyamaton alapszik, melyben a populáció 

egyedeivel háromféle esemény történhet: a többi egyeddel folytatott versengéstől függetlenül 

vagy a (modellben nem meghatározott okból zajló) kompetíció hatására elhalálozhatnak, avagy 

utódot hozhatnak létre. Az utóbbi két jelenség az, amelyre az egyedek elrendeződése kihatással 

van. A modell alapvető feltevése a párkölcsönhatásnál összetettebb interakciók elhanyagolásán 

kívül az izotrópia és a másodrendű stacionaritás érvényessége, amelyek együttes 

eredményeképp az említett két esemény lejátszódását az egyedek konkrét pozíciói nem, csak 

az egymáshoz viszonyított távolságuk befolyásolja. 

Adja magát az az elképzelés, miszerint az egymástól távolabb lévő egyedek csak kisebb 

mértékben versengenek egymással, illetve az utódok jellemzően a szülőhöz közelebb 

keletkeznek. Ennek megfelelően a versengésből fakadó halálozás valószínűségét és az utódnak 

a szülőtől vett távolságának alakulását a távolság növelésével lecsengő valószínűségi 

sűrűségfüggvényekkel írhatjuk le. Amennyiben ettől a távolságfüggéstől eltekintünk és 
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konstans, vagy a távolsággal csak nagyon lassan változó sűrűségfüggvényeket választunk, 

akkor visszakapjuk az átlagtér-közelítést. A szimulációk segítségével ezen túlmenően 

kimutattam azt is, hogy az átlagtér-közelítés eredményei adódnak abban az esetben is, ha a 

kompetíciós és a diszperziós sűrűségfüggvény közül csak az egyik független a távolságtól. A 

versengés és a diszperzió egyidejű térbeli korlátozottsága mellett viszont az átlagtér-

közelítésben várhatónál kisebb egyensúlyi egyedszámok alakultak ki, mivel ilyen esetekben 

még a populáció viszonylag kis összlétszáma mellett is lokálisan sűrű marad a populáció, 

aminek következtében az egyedszám lecsökkenésének ellensúlyozásához szükséges ritka előny 

nem tud annyira érvényesülni. 

 

1. A versengéssel kapcsolatos korábbi modellek (irodalmi 

áttekintés) 

Az egyedek közötti versengést leíró modellekben az átlagtér-közelítés lényege, hogy az egyes 

egyedeket hátráltató kompetíciós hatást úgy adjuk meg, mintha minden egyedet csak a jelen 

lévő összes többi egyed miatt átlagosan jelentkező hatás érné, amely az összes eredeti 

kölcsönhatást helyettesíti. Ennek az átlagos kölcsönhatásnak a bevezetésével a kérdéses 

sokszereplős rendszer egy lényegesen egyszerűbb problémára vezethető vissza, amelyben 

minden egyes egyed csak egyetlen, csupán a populáció teljes létszámától függő, kiátlagolt 

kölcsönhatásban vesz részt. 

Az alábbi fejezet első része áttekintést nyújt a versengő fajokat leíró legalapvetőbb, átlagtér-

közelítést alkalmazó modellekről [1], melyekben az egyes egyedeknek az adott élőhelyen belüli 

elhelyezkedésének nem tulajdonítunk jelentőséget, és csak a populációk teljes létszámára 

vonatkozóan igyekszünk megállapításokat tenni. Az egyedüliként jelen lévő faj létszámának 

időfejlődését leíró logisztikus növekedés, valamint a több fajra vonatkozó kompetitív Lotka–

Volterra-modell ismerete a dolgozat szempontjából azért is lényeges, mert az átlagtér-közelítés 

a 2. és a 3. fejezetben kidolgozott, az egyedek közötti szomszédsági viszonyokat már 

figyelembe vevő leírásnak egy fontos határesetét képezi, amely határeset vizsgálata a 4. 

fejezetben taglalt szimulációk ellenőrzésének kardinális pontja volt. 

A fejezet második része a rácson helyet foglaló egyedekből álló populációt a lehető 

legegyszerűbb, továbbra is térben implicit módon leíró Levins-modellt [1,2] ismerteti, 

amelyben az egyes egyedek egymáshoz képesti elhelyezkedése még nem befolyásolja a 

rendszer viselkedését. Emellett bemutatásra kerülnek korábbi eredmények [2] arra 

vonatkozóan, hogy a Levins-modellhez képest mennyiben más egyensúlyi állapotokat kapunk 
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akkor, ha az utódok csak a szülőjük cellájával szomszédos pozíciókban jöhetnek létre. Ez a 

későbbieket illetően azért lesz fontos, mert a 4. fejezet egyetlen faj jelenlétében végzett 

szimulációs vizsgálatainak tárgyát képezte a terjedés és a versengés térbeli korlátozottságának 

az egyensúlyi egyedszámra gyakorolt hatásának feltérképezése is. 

 

1.1. Exponenciális és logisztikus növekedés 

Egyetlen populáció egyedszámának alakulását legegyszerűbben az exponenciális növekedés 

modellje írja le. Az ebben alkalmazott legfontosabb közelítés annak a feltételezése, hogy 

minden szükséges forrás korlátlan mennyiségben rendelkezésre áll és a faj terjedésének térbeli 

korlátok sem állják útját, azaz az egyedek létszáma, illetve az egyedsűrűség nem befolyásolja 

a populáció méretének növekedési vagy csökkenési ütemét. Ennek megfelelően a populáció 

egyedszámának egy egyedre vonatkoztatott, időegységre vonatkozó megváltozásával 

megegyező 𝑟 növekedési ráta tetszőleges egyedszám mellett ugyanaz a konstans érték. Az 𝑁 

egyedből álló populáció egységnyi idő alatti létszámváltozását ekkor egyszerűen 𝑟 ∙ 𝑁 adja 

meg, így az egyedszám időfüggése az (1.1.1) egyenlet megoldása után adott 𝑁(𝑡 = 0) = 𝑁0 

kezdeti feltétel mellett az (1.1.2) függvénnyel írható le. Az 𝑟 < 0 esetben exponenciálisan fogy, 

0 < 𝑟 esetén pedig exponenciálisan nő a populáció létszáma. 

 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟 · 𝑁 (1.1.1) 

 𝑁(𝑡) = 𝑁0 · 𝑒𝑟𝑡 (1.1.2) 

Valójában az egyedszám exponenciális növekedése csak kis létszámok mellett közelíti jól a 

tényleges viselkedést. Az egyedszám növekedésével ugyanis a populáció környezetében 

rendelkezésre álló erőforrások mennyisége csökken, az egyedek közt versengés alakul ki 

ezekért. Emiatt a populáció gyarapodása fokozatosan mérséklődik, míg végeredményben az 

egyedszám beáll egy, a környezeti lehetőségek által meghatározott maximális értékre, azaz – 

az exponenciális modellben jósoltakkal szemben – nem nőhet akármilyen nagyra. 

Az erőforrások limitáltságának a populáció növekedését korlátozó hatását úgy vehetjük 

figyelembe, ha a populáció növekedési rátáját az egyedszám függvényének tekintjük. A 

fentiekben megfogalmazottak alapján az 𝑟(𝑁) függvényt monoton csökkenőnek kell választani. 

A legegyszerűbb, ha az 𝑟 növekedési ráta 𝑁 egyedszámtól való függését lineárisnak tekintjük, 

ahogy az (1.1.3) összefüggésben is látható. Itt a maximális növekedési rátát 𝑟0 jelöli, 𝐾 pedig 

az ún. eltartóképesség, vagyis a populáció egyensúlyi egyedszáma, amelyre az 𝑟(𝐾) = 0 
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egyenlőség teljesül. Az (1.1.1) egyenletben a konstans növekedési ráta helyére az (1.1.3) 

függvényt behelyettesítve kapjuk a logisztikus növekedést leíró (1.1.4) differenciálegyenletet. 

 𝑟(𝑁) = 𝑟0 ∙ (1 −
𝑁

𝐾
) (1.1.3) 

 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟0 ∙ (1 −

𝑁

𝐾
) ∙ 𝑁 (1.1.4) 

A logisztikus növekedés (1.1.4) egyenletét adott 𝑁0, 𝑟0 és 𝐾 paraméterek mellett megoldva az 

1.1.1. ábrán láthatóakhoz hasonló lefutású görbéket kapunk. A szemléletesség kedvéért 

szerepel a grafikonokon az adott logisztikus görbe kezdeti szakaszához illeszkedő 

exponenciális lefutású függvény is. Ezeken jól megfigyelhető, hogy míg kis egyedszámoknál 

élhetünk az 𝑟 ≈ 𝑟0 közelítéssel, addig nagyobb létszámok mellett már az 𝑟 = 𝑟0 ∙ (1 − 𝑁0 𝐾⁄ ) 

növekedési rátájú exponenciális görbe lesz az, amelyik a kérdéses logisztikus szakasszal együtt 

halad. Hosszú távon azonban az exponenciális és a logisztikus görbe eltávolodik egymástól: az 

exponenciális növekedés modelljében a populáció a végtelenségig nő vagy kihal, míg a 

logisztikus növekedésű populáció tetszőleges nemnulla kezdeti létszámról indulva a 𝐾 

egyensúlyi értékhez tart. 

 

1.1.1. ábra: Egy populáció teljes egyedszámának időfejlődése exponenciális és logisztikus 

növekedés feltételezése mellett. Az 𝑟 és az 𝑟0 paraméterek 1/időegység dimenziójúak. 

 

1.2. A kompetitív Lotka–Volterra-modell 

Több faj együttélése esetén előfordulhat, hogy az ezek által elfoglalt ökológiai fülkék (niche-k) 

egymással átfednek, azaz bizonyos környezeti erőforrásokat egyszerre több populáció is 

felhasználna. Mivel a források csak limitált mennyiségben állnak rendelkezésre, így ezek 
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megszerzéséért az egyedeknek versengenie kell egymással. Több faj jelenlétében az egy-egy 

fajon belüli intraspecifikus kompetíció mellett a különböző fajok közötti versengés, azaz 

interspecifikus kompetíció is kialakul, amely által az egyes fajok populációi korlátozzák 

egymás növekedését, így a végül kialakuló egyensúlyi létszámokat a különböző fajok közötti 

kölcsönhatás is befolyásolja. Jelesül, a kompetíció az összes részt vevő populáció növekedési 

rátáját csökkenti, hatására – amennyiben meg tud valósulni tartós koegzisztencia – 

végeredményben egyik faj populációja sem éri el azt a maximális egyedszámot, ami a többi faj 

jelenlétének hiányában a populáció egyensúlyi méretét jelentené, illetve esetenként a versengő 

fajok egy része teljesen kihal (kompetitív kizáródás). A tartós együttéléshez szükséges, hogy 

az interspecifikus kompetíció csak mérsékelt hatást gyakoroljon a kérdéses populációkra, ami 

a fajok szükségleteinek kellő mértékű elkülönülése, vagyis a niche-k szétválása által valósulhat 

meg. 

A kompetitív Lotka–Volterra-modellhez a logisztikus növekedés elméletének több fajra való 

kiterjesztésével juthatunk el. A Lotka–Volterra-modellben 𝐹 darab faj versengése esetén az 𝑖-

edik (𝑖 = 1,2, … , 𝐹) faj 𝑁𝑖 létszámának időfüggését az (1.2.1) differenciálegyenlet megoldása 

adja meg. Ezen jól látszik, hogy tetszőleges faj teljes 𝑟𝑖 növekedési rátája (a zárójelen belüli 

kifejezés) az összes jelen lévő faj egyedszámának függvénye. Az egyes fajok maximális 

növekedési rátáját 𝑟0𝑖 jelöli. Ezen kívül bevezetjük az 𝛼𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝐹) kompetíciós 

együtthatókat, melyek a kompetíció erősségét mérik: minél nagyobbak az 𝛼𝑖𝑗 tényezők, annál 

erősebben gátolják egymás szaporodását az egyes egyedek a versengés által. Az 𝛼𝑖𝑗 együttható 

a 𝑗-edik faj egy egyede által az 𝑖-edik faj növekedési rátájára gyakorolt hatást jellemzi. A két 

azonos indexszel rendelkező 𝛼𝑖𝑖 szorzók az egy fajon belüli, vagyis intraspecifikus kompetíciót 

írják le, míg az 𝑖 ≠ 𝑗 esetben 𝛼𝑖𝑗 a különböző fajok egyedei közötti, interspecifikus 

kompetícióra vonatkozik. 

 
𝑑𝑁𝑖

𝑑𝑡
= (𝑟0𝑖 − ∑ 𝛼𝑖𝑗 ∙ 𝑁𝑗

𝐹
𝑗=1 ) ∙ 𝑁𝑖 (1.2.1) 

A legegyszerűbb esetben, azaz két faj populációjának versengésekor a kompetitív Lotka–

Volterra-modell az (1.2.2) és az (1.2.3) egyenletből álló egyenletrendszerrel írható fel. A 

továbbiakban ezt a rendszert vizsgáljuk meg részletesebben. 

 
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
= (𝑟01 − 𝛼11 ∙ 𝑁1 − 𝛼12 ∙ 𝑁2) ∙ 𝑁1 (1.2.2) 

 
𝑑𝑁2

𝑑𝑡
= (𝑟02 − 𝛼21 ∙ 𝑁1 − 𝛼22 ∙ 𝑁2) ∙ 𝑁2 (1.2.3) 
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Az egyes fajokra külön-külön vonatkozó 𝐾1 és 𝐾2 eltartóképességet az (1.2.4) és az (1.2.5) 

egyenletek adják meg. Amennyiben az egyik faj túlságosan hátráltatja a másikat, kompetitív 

kizáródás következik be, vagyis az egyik populáció teljesen kihal, majd a másik – immár 

egyedül jelen lévő – faj mérete a logisztikus növekedésnek megfelelően beáll a számára a 

környezet által lehetővé tett maximális 𝐾𝑖 (𝑖 = 1,2) egyedszámra. 

 𝑟1(𝑁1 = 𝐾1, 𝑁2 = 0) = 0 𝑟01 − 𝛼11 ∙ 𝐾1 = 0 𝐾1 =
𝑟01

𝛼11
 (1.2.4) 

 𝑟2(𝑁1 = 0, 𝑁2 = 𝐾2) = 0 𝑟02 − 𝛼22 ∙ 𝑁2 = 0 𝐾2 =
𝑟02

𝛼22
 (1.2.5) 

A tartós együttélés megvalósulásának elégséges feltétele, ha az éppen a kihalás közelében lévő 

faj létszáma mindig növekszik (növekedési rátája pozitív), azaz bármelyik faj el tud terjedni 

egy, a másik faj által dominált populációban. Ekkor kölcsönös invazivitásról beszélhetünk, ami 

matematikailag az (1.2.6) és az (1.2.7) egyenlőtlenségek egyidejű teljesülését jelenti. 

 𝑁1 ≈ 0, 𝑁2 = 𝐾2 és 0 < 𝑟01 − 𝛼11 ∙ 𝑁1 − 𝛼12 ∙ 𝑁2 
𝛼12∙𝐾2

𝑟01
< 1 (1.2.6) 

 𝑁1 = 𝐾1, 𝑁2 ≈ 0 és 0 < 𝑟02 − 𝛼21 ∙ 𝑁1 − 𝛼22 ∙ 𝑁2 
𝛼21∙𝐾1

𝑟02
< 1 (1.2.7) 

Az (1.2.6) és az (1.2.7) relációkat összevonva és az egyes fajokra vonatkozó 𝐾1 és 𝐾2 

eltartóképességeket az (1.2.4) és az (1.2.5) képletből behelyettesítve a kölcsönös invazivitás két 

feltétele összességében az (1.2.8) vagy az (1.2.9) egyenlőtlenséggel írható fel. 

 
𝛼12

𝛼11
<

𝐾1

𝐾2
<

𝛼22

𝛼21
 (1.2.8) 

 
𝛼12

𝛼22
<

𝑟01

𝑟02
<

𝛼11

𝛼21
 (1.2.9) 

A 𝐾1 𝐾2⁄  és az 𝑟01 𝑟02⁄  hányados csak akkor eshet a fent megadott intervallumokba, ha a 

kérdéses intervallumok alsó határa a felső határnál kisebb érték. Ez a kikötés az (1.2.8) és az 

(1.2.9) kifejezésből egyaránt az (1.2.10) összefüggésre vezet, ami a negatív gyakoriságfüggés 

kritériuma. A negatív gyakoriságfüggés azt jelenti, hogy egy faj relatív gyakoriságának 

csökkenése a faj növekedési előnybe kerülését eredményezi (ritka előny). Az (1.2.10) reláció 

szemléletesen azt fejezi ki, hogy az együttéléshez a különböző fajok közti versengésnek 

gyengébbnek kell lennie, mint az egy-egy fajon belülinek, vagyis az egyes fajok növekedési 

rátájának a saját egyedszámukra érzékenyebbnek kell lennie, mint a kompetítor faj létszámára. 

Ez pedig valójában megegyezik a negatív gyakoriságfüggés jelenségével, ugyanis ha egy faj 

elszaporodása jobban csökkenti a saját növekedési rátáját, mint a kompetítor fajét, akkor 
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amennyiben a szóban forgó faj létszáma kicsi, az nagyobb előnyt jelent saját maga számára, 

mint a kompetítor fajnak, azaz a ritka faj előnybe kerülhet a nagyobb létszámúval szemben. 

 
𝛼12·𝛼21

𝛼11·𝛼22
< 1 (1.2.10) 

Összességében általánosan az mondható el, hogy a tartós (stabil) koegzisztenciának elégséges 

feltétele a kölcsönös invazivitás, aminek pedig szükséges feltétele a negatív gyakoriságfüggés. 

Belátható azonban, hogy a kompetitív Lotka–Volterra-modellben ha létezik olyan egyensúlyi 

pontja a rendszernek, amelyben a különböző fajok együtt élnek, akkor a negatív 

gyakoriságfüggés (1.2.10) kritériumának teljesülése már garantálja az együttélés stabilitását és 

nem szükséges a kölcsönös invazivitás (1.2.8) és (1.2.9) feltételeit is megvizsgálni. Az (1.2.2) 

és az (1.2.3) egyenletből álló egyenletrendszer által leírt két fajra vonatkozó kompetitív Lotka–

Volterra-modellben a rendszer hosszú távú viselkedésének lehetőségeit az 1.2.1. ábra foglalja 

össze. 

 

1.2.1. ábra: Együttélés és kompetitív kizáródás lehetőségei a két fajra vonatkozó kompetitív 

Lotka–Volterra-modellben. 

A különböző egyensúlyi állapotok jól szemléltethetőek az egyedszámok 𝑁1 − 𝑁2 fázisterében. 

Mivel egyensúlyban egyik faj létszáma sem változik, vagyis 𝑟1(𝑁1𝑒 , 𝑁2𝑒) = 0 és 

𝑟2(𝑁1𝑒, 𝑁2𝑒) = 0, így az 𝑁1𝑒, 𝑁2𝑒 egyensúlyi egyedszámokat az 𝑁2 − 𝑁1 fázistérben felrajzolt 

𝑟𝑖(𝑁1, 𝑁2) = 0 (𝑖 = 1,2) egyenletű nulla növekedési izoklínák metszéspontjának koordinátái 

adják meg – amennyiben ez az (𝑁1𝑒 , 𝑁2𝑒) metszéspont a fázistér 0 < 𝑁1, 0 < 𝑁2 tartományába 

esik. Ha a metszéspontból 𝑁1𝑒 < 0 adódik, akkor – mivel valójában nem lehet negatív egy 

populáció létszáma – az időfejlődés során az 1. faj kihal, míg az 𝑁2𝑒 < 0 esetben a 2. faj 

Létezik olyan 𝑁1𝑒 > 0, 𝑁2𝑒 > 0 értékpár 

(egyensúlyi pont), amelyre 
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
= 0 és 

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
= 0? 

Nem valósulhat meg 

együttélés 

 

nem 

𝛼12 ∙ 𝛼21 < 𝛼11 · 𝛼22 ? 

igen 

igen 

(𝑁1𝑒 , 𝑁2𝑒) globálisan 

stabil egyensúlyi pont, a 

fajok tartósan együtt élnek 

nem 

Instabil együttélés, 

a gyakorlatban az 

egyik faj kihal 
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egyedszáma áll be idővel a 0 értékre, ezt követően pedig a túlélő (domináns) faj a számára 

elérhető maximális 𝐾𝑖 létszámra gyarapodik, és ott stabilizálódik. 

A fázistér első síknegyedében lévő metszéspont viszont mindenképpen valamilyen egyensúlyi 

pontja a rendszernek. Az egyensúly stabilitása egyszerűen megállapítható az 𝑁1 − 𝑁2 

fázisterében felrajzolt nulla növekedési izoklínák vizsgálatával. Ehhez azt szükséges látni, hogy 

a fázistérnek egy adott faj nulla növekedési izoklínája feletti tartományában a szóban forgó faj 

létszáma csökken, a nulla növekedési izoklína alatti részen pedig nő. (Például az 1. fajra 

vonatkozó, 𝑟1(𝑁1, 𝑁2) = 𝑟01 − 𝛼11 ∙ 𝑁1 − 𝛼12 ∙ 𝑁2 ≔ 0 egyenletű nulla növekedési izoklína 

fölé, azaz nagyobb 𝑁1 és 𝑁2 értékek felé menve 𝑟1 < 0 lesz, az izoklína alatti részen, a kisebb 

𝑁1 és 𝑁2 egyedszámoknál pedig 0 < 𝑟1adódik.) 

Tekintsük elsőként az instabil egyensúly esetét! Az ennek megfelelő fázisteret mutatja be az 

1.2.2. ábra. Az ezen szereplő izoklínák pozitív gyakoriságfüggést mutatnak: kis 𝑁1 értékekre 

az 1., míg kis 𝑁2 egyedszámok mellett a 2. faj nulla növekedési görbéje a másik izoklína alá 

kerül, azaz mindkét esetben a többségben lévő populáció növekedési rátája a nagyobb. Az 

éppen kisebbségben lévő faj mindig hátrányba kerül a domináns populációval szemben, ezáltal 

az egyensúlyi ponthoz tartozó 𝑁1𝑒, 𝑁2𝑒 egyedszámoktól való bármilyen kis eltérés végül 

valamelyik faj kihalásához vezet. 

 

1.2.2. ábra: Pozitív gyakoriságfüggés esetén instabil egyensúlyi pontja van a rendszernek. A 

nyilak az egyedszámváltozás tendenciáját mutatják a fázistér adott régiójában. 
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Speciálisan, ha éppen az egyensúlyi pontnak megfelelő kezdőállapotból indítjuk el az 

időfejlődést, akkor a rendszer végig a kiindulási állapotban marad. De a valóságban persze a 

populációk méretére ható tényezők nem teljesen állandóak, így a koegzisztencia ez esetben csak 

egy elméleti lehetőség, ténylegesen nem marad fent mindkét faj hosszú távon. Az, hogy végül 

melyik faj győzedelmeskedik és melyik hal ki, az 𝑁0,1 és 𝑁0,2 kezdeti egyedszámok függvénye. 

Ezt mutatja be az 1.2.3. ábra, amelyen magenta színnel szerepelnek az instabil egyensúlyi pont 

koordinátáinak megfelelő 𝑁0,𝑖 kezdeti értékekkel indított görbék is. Az ábrán jól látható, hogy 

egyedül ezeknél valósul meg tartósan a két faj együttélése, más kezdőértékhez tartozó görbék 

pedig sosem állnak be ebbe az egyensúlyi állapotba, még akkor sem, ha az egyensúlyhoz közeli 

állapotból indulnak. Kellően hosszú idő után mindig csak az egyik populáció van jelen, 

amelynek mérete a másik kihalása után természetesen eléri a számára megengedett maximális 

𝐾𝑖 értéket. 

 

1.2.3. ábra: Az egyedszámok időfejlődése az 𝑁1𝑒 = 147.0588, 𝑁2𝑒 = 294.1176 instabil 

egyensúlyi értékekkel megegyező (magenta), illetve az egyensúlyi ponthoz közeli 𝑁0,𝑖 

kezdőértékek esetén. 

𝑟01 = 𝑟02 = 0.8 1/időegység, 𝐾1 = 𝐾2 = 500 db, 𝛼11 = 0.0016, 𝛼12 = 0.00192, 

𝛼21 = 0.00224, 𝛼22 = 0.0016 1/időegység 
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Ha a nulla növekedési izoklínák metszéspontja a fázistér első síknegyedébe esik és teljesül a 

negatív gyakoriságfüggés (1.2.10) kritériuma, akkor a metszéspont globálisan stabil egyensúlyi 

pontot jelent, amelyben a fajok tartósan együtt élnek. Ezt az esetet mutatja általánosan az 1.2.4. 

ábra. Itt kis 𝑁1 értékekre a két nulla növekedési görbe közti részen 0 < 𝑟1 és 𝑟2 < 0, míg kis 

𝑁2 egyedszámoknál a két izoklína között 𝑟1 < 0 és 0 < 𝑟2, vagyis a ritka faj populációjának 

mérete nő, a többségben lévő populáció egyedszáma pedig csökken, azaz a ritka faj előnyben 

van a gyakoribbhoz képest. 

 

1.2.4. ábra: Negatív gyakoriságfüggés esetén stabil egyensúlyi pontja van a rendszernek. A 

nyilak az egyedszámváltozás tendenciáját mutatják a fázistér adott régiójában. 

Az egyensúlyi pont globális stabilitása azt jelenti, hogy tetszőleges, nullától különböző 𝑁0,𝑖 

(𝑖 = 1,2) kezdőértékekből kiindulva végül mindig a nulla növekedési izoklínák 

metszéspontjának megfelelő állapotba jut a rendszer. A kezdeti feltételek csupán azt 

befolyásolják, hogy milyen állapotokon keresztül, illetve mennyi idő alatt éri el a rendszer ezt 

az egyensúlyi állapotot. Ezt szemlélteti az 1.2.5. ábra. Kihangsúlyozandó, hogy bár ebben az 

esetben mindkét faj fennmarad, de a versengés következtében egyik faj populációja sem éri el 

azt a maximális 𝐾𝑖 létszámot, amivel interspecifikus kompetíció nélkül, egyedül jelen lévő 

fajként rendelkezne. 
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1.2.5. ábra: Az egyedszámok időfejlődése globálisan stabil egyensúlyi ponttal rendelkező 

rendszer esetén különböző 𝑁0,𝑖 kezdőértékekről indulva. 

𝑟01 = 𝑟02 = 0.8 1/időegység, 𝐾1 = 500, 𝐾2 = 600 db, 𝛼11 = 0.0016, 𝛼12 = 0.00096, 

𝛼21 = 0.00107, 𝛼22 = 0.0013 1/időegység 

Természetesen a környezet jellemzői a valóságban nem rögzítettek, emiatt ahhoz, hogy mindkét 

faj valóban tartósan együtt tudjon élni, szükséges, hogy a stabil egyensúlyi állapot ne szűnjön 

meg akkor sem, ha a populációk létszámait befolyásoló tényezők valamelyest megváltoznak. 

Azt, hogy milyen mértékű változást képes még elviselni a két populációból álló életközösség, 

mekkora változások hatására omlik össze a stabil koegzisztencia, az együttélés robusztussága 

jellemzi. 

A negatív gyakoriságfüggés (1.2.10) feltétele kapcsán már szerepelt az a megállapítás, 

miszerint a koegzisztencia tartósságához szükséges, hogy a különböző fajok csak mérsékelten 

hassanak egymásra. A kölcsönös invazivitás (1.2.8) és (1.2.9) kritériumait tekintve pedig 

látható, hogy az 𝛼12 és az 𝛼21 együtthatók értékét csökkentve – vagyis az interspecifikus 

kompetíció hatását mérsékelve – kiszélesedik az az intervallum, amelybe eső 𝐾1 𝐾2⁄ , illetve 

𝑟01 𝑟02⁄  hányados esetén még megvalósulhat a stabil együttélés. Ekkor a 𝐾𝑖 és az 𝑟0𝑖 (𝑖 = 1,2) 

paraméterek nagyobb ingadozása mellett maradhat fent hosszú távon a koegzisztencia. Minél 

kisebb az (𝛼12 ∙ 𝛼21) (𝛼11 ∙ 𝛼22)⁄  hányados, azaz minél erősebb a negatív gyakoriságfüggés és 
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nagyobb a ritka előny, annál kevésbé szigorú feltételt szab meg az (1.2.8) és az (1.2.9) reláció 

a 𝐾1 𝐾2⁄  és az 𝑟01 𝑟02⁄  értékre nézve és annál robusztusabb együttélésről beszélhetünk. 

Másrészről viszont, ha 1 fölé növeljük az (𝛼12 ∙ 𝛼21) (𝛼11 ∙ 𝛼22)⁄  tört értékét, akkor megszűnik 

a negatív gyakoriságfüggés és instabillá válik az együttélés. A határesetben, amikor 𝛼12 ∙ 𝛼21 = 

= 𝛼11 ∙ 𝛼22, az 𝑁1 − 𝑁2 fázistérben felrajzolt két nulla növekedési izoklína egymással 

párhuzamos lesz, tehát csak akkor lesz közös, azaz együttélési állapotot megadó pontjuk, ha a 

két izoklína egymással egybeesik. Ez a neutrális koegzisztencia jelensége, amikor az együtt élő 

rendszerben az egyedszámok aránya rögzített, de a konkrét egyedszámokat csak a 

kezdőfeltételek határozzák meg, hiszen az egybeeső izoklínák bármely pontjában lehetséges az 

együttélés. Fontos megjegyezni azonban, hogy a paraméterek ingadozása mellett ez a fajta 

koegzisztencia egyáltalán nem tekinthető tartósnak. Ugyanis ha 𝛼12 ∙ 𝛼21 = 𝛼11 ∙ 𝛼22, akkor 

𝛼12 𝛼22⁄ = 𝛼11 𝛼21⁄ , így a kölcsönös invazivitás (1.2.9) feltétele az 𝑟01 𝑟02⁄ = 𝛼12 𝛼22⁄  

megszorítást adja, így egy adott 𝑟01 maximális növekedési ráta esetén csak egyetlen konkrét 𝑟02 

érték lesz az, amelynél a két izoklína egybeesik. (Ugyanez igaz 𝐾1 és 𝐾2 viszonyára is.) 

A robusztusság, illetve annak hiánya matematikailag szemléletesebbé tehető, ha a két fajból 

álló rendszer növekedési rátáját az (1.2.11) összefüggéssel, vektorosan írjuk fel. Az egyensúlyi 

egyedszámok 𝑵𝒆 vektora ekkor az 𝒓(𝑵) = 𝟎 egyenlet megoldásaként az (1.2.12) képlettel 

fejezhető ki. Erről leolvasható, hogy csak akkor valósulhat meg az együttélés, ha 0 < det 𝛼. A 

determináns definíciója alapján ebből az együttélés feltételére az (1.2.13) egyenlőtlenség 

adódik, amiből átrendezés után visszakaphatjuk a negatív gyakoriságfüggés (1.2.10) 

kritériumát. Az (1.2.12) egyenlőségből az is látszik, hogy ha det 𝛼 csökken, akkor az 𝛼  
-1 mátrix 

elemei egyre nagyobbak lesznek, ezáltal az 𝑁1𝑒, 𝑁2𝑒 egyensúlyi egyedszámok nagyon 

érzékennyé válnak az 𝑟01 és 𝑟02 értékekre. Ekkor a maximális növekedési ráták kis változása is 

nagyon messzire juttathatja a rendszert az eredeti egyensúlyi állapottól, az együttélés nem 

robusztus. 

 𝒓(𝑵) = (
𝑟1(𝑁1, 𝑁2)

𝑟2(𝑁1, 𝑁2)
) = 𝒓𝟎 − 𝛼 · 𝑵 = (

𝑟01

𝑟02
) − (

𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22
) ∙ (

𝑁1

𝑁2
) (1.2.11) 

 𝑵𝒆 = (
𝑁1𝑒

𝑁2𝑒
) = 𝛼−1 · 𝒓𝟎 =

1

det 𝛼
· (

𝛼22 −𝛼12

−𝛼21 𝛼11
) ∙ (

𝑟01

𝑟02
) (1.2.12) 

 0 < 𝛼11 ∙ 𝛼22 − 𝛼12 ∙ 𝛼21 (1.2.13) 
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1.3. Az együttélés robusztussága a növekedési ráták tetszőleges 

egyedszámfüggése esetén 

Az egyensúly körüli lokális linearizáció révén az együttélés robusztusságára vonatkozóan a 

Lotka–Volterra-modellben tett megállapítások tetszőleges egyedszámfüggésű növekedési 

rátákkal rendelkező rendszerre kiterjeszthetőek – ilyen értelemben a Lotka–Volterra-modell az 

átlagtér-közelítés általános esetét reprezentálja. 

Vizsgáljuk két faj esetét és tegyük fel, hogy a növekedési ráták 𝒓(𝑵) vektorának megváltozása 

az egyensúlyi állapotot meghatározó környezeti paraméterek kis változásának hatására egy, az 

egyedszámoktól független 𝛿𝒓 = (𝛿𝒓𝟏; 𝛿𝒓𝟐) vektorral írható le! Ekkor a megváltoztatott 

paraméterekkel rendelkező rendszer növekedési rátája 𝒓′(𝑵) = 𝒓(𝑵) + 𝛿𝒓, az új 𝑵𝑒
′  

egyensúlyi állapotban pedig 𝒓′(𝑵𝑒
′ ) = 𝟎. Az eredeti rendszer 𝒓(𝑵𝒆) = 𝟎 feltételt kielégítő 𝑵𝒆 

egyensúlyi állapotához képesti 𝛿𝑵𝒆 megváltozást bevezetve 𝑵𝑒
′ = 𝑵𝒆 + 𝛿𝑵𝒆. Mindezeket 

felhasználva az (1.3.1) kifejezés megadja a rendszert jellemző paraméterek kis perturbációja 

után előálló új egyensúlyi állapotra vonatkozó egyensúlyi egyenletet. Bevezetve az (1.3.2) 

képlettel megadott 𝛼 mátrixot felírhatjuk az (1.3.3) sorfejtést, amelyet az (1.3.1) egyenletbe 

behelyettesítve végül az (1.3.4) képletet kapjuk az egyensúlyi állapot megváltozására. 

 0 = 𝒓′(𝑵𝑒
′ ) = 𝒓(𝑵𝑒

′ ) + 𝛿𝒓 = 𝒓(𝑵𝒆 + 𝛿𝑵𝒆) + 𝛿𝒓 (1.3.1) 

 𝛼 = (
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22
) = −

𝜕𝒓

𝜕𝑵
|
𝑵=𝑵𝒆

= − (

𝜕𝑟1

𝜕𝑁1

𝜕𝑟1

𝜕𝑁2

𝜕𝑟2

𝜕𝑁1

𝜕𝑟2

𝜕𝑁2

)

𝑵𝒆

 (1.3.2) 

 𝒓(𝑵𝒆 + 𝛿𝑵𝒆) = 𝒓(𝑵𝒆) − 𝛼 · 𝛿𝑵𝒆 = 𝟎 − 𝛼 · 𝛿𝑵𝒆 (1.3.3) 

 𝛿𝑵𝒆 = 𝛼−1 · 𝛿𝒓 (1.3.4) 

Az 𝛼 mátrix a Lotka–Volterra-modellben szereplő kompetíciós mátrix általánosításának 

tekinthető, hiszen a növekedési rátáknak az egyedszámoktól való függését jellemzi. A Lotka–

Volterra-modellhez hasonlóan az (1.3.4) összefüggés alapján itt is elmondható, hogy az 𝛼 

mátrix determinánsával 0-hoz közelítve a környezeti paraméterek kis változásai egyre 

erőteljesebben elmozdítják a rendszer egyensúlyi helyzetét, ezáltal veszélyeztetve az 

együttélést. Két versengő fajból álló, átlagtér-közelítésben leírt rendszerekre tehát általános az 

a megállapítás, hogy ha az egyes fajok növekedési rátája a saját fajtársak és a kompetítorok 

létszámára nagyjából ugyanannyira érzékeny, vagyis az intraspecifikus kompetíció hatása nem 

haladja meg jelentősebben a fajok közti versengését, akkor az együttélés robusztussága elvész. 
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1.4. A Levins-modell és a kontaktfolyamat 

A logisztikus növekedés modelljével ekvivalens leírást ad egyetlen faj egyedszámának 

időfejlődésére vonatkozóan a Levins-modell. Ebben az élőhelyet 𝑀 darab diszkrét cellára 

osztjuk, melyek mindegyikében egy egyed élhet. Ekkor a populáció növekedését a szabad 

élőhelyek számának limitáltsága korlátozza, az egyedek tulajdonképpen a betöltetlen cellákért 

versengenek egymással. 

Legyen az időegység alatti kihalások egy egyedre vonatkoztatott átlagos száma, azaz a 

halálozási ráta egy konstans 𝑒 érték! A populációt ezenfelül az egy egyed által időegység alatt 

létrehozott utódok várható száma, vagyis a szaporodási ráta jellemzi. A modellben az egyedek 

térbeli elhelyezkedése csupán annyiban számít, hogy új egyed már foglalt cellában nem jöhet 

létre – viszont az összes egyed azonos valószínűséggel szaporodhat bármelyik üres cellába. Ha 

𝑁 egyedből áll a populáció, tehát összesen 𝑀 − 𝑁 darab üres cella van az élőhelyen, akkor 

tetszőleges üres cella elfoglalásának valószínűsége (𝑀 − 𝑁) 𝑀⁄ = 1 − 𝑁 𝑀⁄ . Bevezetve az 

üres helyek kolonizáció általi betöltődésére jellemző 𝑐 kolonizációs rátát, az aktuális 

szaporodási ráta összességében 𝑐 ∙ (1 − 𝑁 𝑀⁄ ) alakban írható. Mivel az időegység alatti, egy 

egyedre vonatkoztatott egyedszámváltozást megadó 𝑟(𝑁) növekedési ráta a szaporodási és a 

halálozási ráták (1.4.1) képlet szerinti különbsége, az 𝑁 egyedszám 𝑡 idő szerinti változását az 

(1.4.2) differenciálegyenlettel írhatjuk le. A kapott összefüggés analóg a logisztikus növekedés 

(1.1.4) egyenletével: a 𝐾 eltartóképesség az 𝑟(𝑁 = 𝐾) = 0 egyenlet (1.4.1) képlet esetén 

érvényes megoldásaként az (1.4.3) kifejezéssel, a teljes élettér betöltetlensége esetén adódó 𝑟0 

maximális növekedési ráta pedig egyszerűen az (1.4.4) összefüggéssel fejezhető ki a Levins-

modellben felhasznált paraméterekkel. 

 𝑟(𝑁) = 𝑐 ∙ (1 −
𝑁

𝑀
) − 𝑒 (1.4.1) 

 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= [𝑐 ∙ (1 −

𝑁

𝑀
) − 𝑒] ∙ 𝑁 (1.4.2) 

 𝐾 = 𝑀 ∙ (1 −
𝑒

𝑐
) (1.4.3) 

 𝑟0 = 𝑐 − 𝑒 (1.4.4) 

Szokás az (1.4.2) egyenletet az 𝑁 egyedszám helyett a cellák 𝑛 = 𝑁 𝑀⁄  betöltöttségével is 

felírni, ekkor az (1.4.5) differenciálegyenletre jutunk. Ez alapján az �̂� = 𝐾 𝑀⁄  egyensúlyi 

betöltöttséget – amelyre 𝑑𝑛 𝑑𝑡⁄ = 0 – az (1.4.6) képlet adja meg. Az itt bevezetett 𝜆 = 𝑐 𝑒⁄  

hányados a terjedési ráta, ami a két versengő folyamat, vagyis kolonizáció és a kihalás relatív 

erősségét méri. Az (1.4.6) eredmény fontos tanulsága, hogy az egyensúlyi rendszerben az 
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élőhely celláinak 1 𝜆⁄  hányada üresen marad – a 𝑐 𝑒⁄  arány csökkentésekor az egyensúlyi 

populáció egyre ritkábbá válik, majd a 𝜆 = 1 érték elérésekor a populáció kihal. 

 
𝑑𝑛

𝑑𝑡
= [𝑐 ∙ (1 − 𝑛) − 𝑒] ∙ 𝑛 (1.4.5) 

 �̂� = 1 −
𝑒

𝑐
= 1 −

1

𝜆
 (1.4.6) 

Az ún. kontaktfolyamatban is a Levins-modellben bevezetett paraméterek írják le a populáció 

jellemzőit, azonban itt a populáció terjedése korlátozott – szemben a Levins-modellben 

alkalmazott átlagtér-közelítéssel, mely szerint a populáció terjedése korlátlan, azaz az egyedek 

tetszőleges üres helyen azonos valószínűséggel hozhatják létre az utódjukat. A legegyszerűbb 

eset, ha egy négyzetrácson az egyes egyedek kolonizációs lehetőségeit a négy szomszédos 

cellájukra korlátozzuk. Ezáltal az, hogy egy lehetséges utód üres cellába kerül-e, és így 

ténylegesen létrejön-e, már nem a teljes egyedszám (a teljes élettérre vett átlagos betöltöttség), 

hanem a szomszédos cellák betöltöttségének függvényévé válik. Ilyen esetben az egyedek 

egymáshoz közel foglalnak helyet, csoportosulnak, így egy ritka populáció utódai számára az 

élőhely nagy része elérhetetlenné válik, és a környezet eltartóképességének csak egy kis 

hányadát képesek kihasználni. Emiatt a teljes élettérre nézve kis betöltöttség mellett is lokálisan 

viszonylag nagy egyedsűrűségek alakulnak ki, a sok egymáshoz közeli betöltött cella pedig 

gátolja az egyedek szaporodását. Végeredményben az átlagtér-közelítésben várható értékeknél 

kisebb egyensúlyi egyedszámok adódnak a kontaktfolyamatban – ráadásul minél ritkább 

populációt vizsgálunk, annál nagyobb eltérést kapunk a két modell eredményei között. 

A Levins-modellben és a kontakt folyamatban kialakuló �̂� egyensúlyi betöltöttségnek a 𝜆 

terjedési rátától való függését mutatja az 1.4.1. ábra. Ezen jól megfigyelhető, hogy míg az 

átlagtér-közelítésben a 𝜆𝑐 kihalási küszöböt a 𝜆 = 1 érték jelenti, és ritka populációknál az 

(1.4.6) összefüggésnek megfelelően közel lineáris az �̂� − 𝜆 kapcsolat, addig a korlátozott 

terjedés esetén érvényes 𝜆𝑐 kihalási küszöb 1-nél nagyobb érték, és a kihaláshoz közeli 

állapotoknál az �̂�(𝜆) függvény hirtelen levág. Ez a levágás a statisztikus fizikából ismeretes 

kritikus fázisátalakulásokhoz hasonlóan az (1.4.7) összefüggésben megadott módon, egy 

hatványfüggvénnyel írható le. A kihalásba történő átmenet ilyesfajta jellege a korlátozott 

terjedésű populációk esetén univerzálisan, a modell részleteiről függetlenül igaz. A 𝛽 kritikus 

exponens ugyan a dimenziószámtól függ (két dimenzióban 𝛽 = 0.583), de az egyes cellák 

állapotának reprezentációjától (csak üres és betöltött, vagy többféle állapot megkülönböztetése, 

ezek diszkrét vagy folytonos változóval történő leírása), a kölcsönhatások lokalizációjának 
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konkrét megvalósulásától (pl. mely cellákat tekintjük szomszédosnak), vagy a rács 

geometriájától független, értéke még a folytonos térbeli modellekre áttérve sem változik meg. 

 �̂� ∝ (𝜆 − 𝜆𝑐)𝛽 (1.4.7) 

 

1.4.1. ábra: Egyedülálló faj �̂� egyensúlyi egyedsűrűségének a 𝜆 terjedési rátától való függése 

átlagtér-közelítés (─) és korlátozott terjedés (□) esetén [2]. 

 

 

 

2. Az egy fajra vonatkozó modell 

A 2. és a 3. fejezetben vizsgált modell a [3] hivatkozás 20. fejezetében1 leírt modell módosítása, 

melynek célja a Lotka–Volterra-modell lehető legegyszerűbb folytonos térbeli általánosítása 

volt. 

A modellünk célja folytonos, homogén élőhelyen élő, megkülönböztethető pozíciókban helyet 

foglaló, egymással (a modellben nem meghatározott okból kifolyólag) versengő egyedekből 

álló populációk viselkedésének leírása. Az élőhelyül szolgáló folytonos síkot egy olyan 

végtelen négyzetráccsal közelítjük, amelyben a cellák területe 0-hoz tart. Egy-egy egyed 

pozíciója egy-egy ilyen cellába van rögzítve, az egyedek mozgását a modell nem teszi lehetővé 

                                                           
1Benjamin M. Bolker, Stephen W. Pacala, Simon A. Levin: Moment Methods for Ecological Processes in 

Continous Space 

𝑛
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– a populáció térbeli terjedése csak azáltal valósul meg, hogy az utódok a szülőktől távolabbi 

pozíciókban is létrejöhetnek. 

A populációk jellemzőit az időfejlődés során különféle véletlen folyamatok alakítják a 

modellünkben. Ha történik valami egy egyeddel, akkor ez háromféle esemény bekövetkezését 

jelentheti: bizonyos valószínűséggel egy egyed a többi egyed jelenlététől függetlenül, 

„spontán” módon elpusztulhat, esetleg egy vele együtt élő egyeddel való versengés miatt 

elhalálozhat, avagy utódot hozhat létre. A rendszer állapotát meghatározó folyamatokkal 

kapcsolatosan alapvető közelítés, hogy a modell csak párkölcsönhatásokat vesz figyelembe. 

Ezen túlmenően élni fogunk azzal a feltételezéssel, hogy a vizsgált négyzetrács átlagos 

betöltöttsége (az átlagos egyedsűrűség) időben lassan változik a populáció párkorrelációk által 

jellemzett térbeli strukturáltságához képest. 

Elsőként egyetlen faj jelenlétét tételezzük fel. Az ebben az esetben lehetséges eseményeket a 

későbbiekben pontosan definiált, a modellben felhasznált paraméterek feltüntetése mellett 

szemlélteti a 2.1. ábra. 

 

2.1. ábra: Az egy faj jelenlétében lehetséges események az őket leíró időegységre vonatkozó 

paraméterekkel: kompetíciós hatásoktól független elhalálozás (bal oldalon), a versengésből 

eredően bekövetkező elhalálozás (középen), új egyed születése (jobb oldalon). 

 

2.1. Az átlagos egyedsűrűség időbeli változása 

Osszuk fel a síkot ℎ területű kis cellákra, melyek mindegyikében maximum 1 egyed élhet! A 

cellák pozícióját egy tetszőlegesen kiválasztott origóhoz képest az 𝒙, 𝒚 vagy 𝒛 kétdimenziós 

helyvektorok adják meg, az egyedszámot egy cellában pl. 𝑁(𝒙) jelöli. Ez a cellák kis méretéből 

fakadóan csak a 0 vagy az 1 értéket veheti fel. Vizsgáljuk az 𝒙 pozíciójú cellában az egyedszám 

Δ𝑁(𝒙) változását kis Δ𝑡 idő alatt! Ez a változás a korábban említettek szerint három folyamat 

eredménye lehet, melyeket a következőkben részletesen megvizsgálunk. 

𝑟 

𝑓𝐷(𝑟)𝑑𝒓 

𝛼𝑈(𝑟)𝑑𝒓 

𝑟 
𝜇 
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„Spontán” halál 

Ha van egyed az 𝒙 helyen lévő cellában, akkor ez az egy egyed a kompetíciós hatásoktól 

függetlenül is meghalhat. Ekkor az adott cellában 1-ről 0-ra csökken az 𝑁(𝒙) egyedszám, azaz 

a „spontán” halálozás miatti egyedszámváltozás negatív. Jelöljük az időegységre vonatkozóan 

egy egyedre átlagosan jutó halálozások számát megadó spontán halálozási rátát 𝜇-vel! Így az 

ebből a folyamatból a rendszer aktuális állapota mellett, vagyis egy adott 𝑁(𝒙) pillanatnyi érték 

esetén időegység alatt adódó egyedszámváltozás Δ𝑁sph(𝒙)/Δ𝑡 feltételes várható értéke a 

(2.1.1) képlettel fejezhető ki. 

 
Δ𝑁sph(𝒙)

Δt
= −𝑁(𝒙) · 𝜇 (2.1.1) 

Halál a kompetíció miatt 

A populáció egyedei az egymással való versengés révén hátráltatják egymást, azaz a „spontán” 

halálozás mellett beszélhetünk egy, a kompetíció által kiváltott halálozási eseményről is. Két 

egyed közötti kompetíciós hatás erőssége egy faj jelenlétében csak a közöttük lévő távolságtól 

függ. A kompetíció erősségének távolságfüggése abból származik, hogy az 𝒙 pozíciójú cellától 

különböző távolságra lévő egyedek különböző valószínűséggel fejtik ki hátráltató hatásukat az 

𝒙 helyen élő egyedre. Az 𝒙 pozíciójú egyednek egy, az 𝒚 pont körül egy 𝑑𝒚 vektor által kijelölt 

tartományban, tehát a vizsgált 𝒙 ponttól körülbelül 𝑟 = |𝒙 − 𝒚| távolságra lévő egyeddel 

folytatott versengéséből fakadó halálozási rátája az 𝑈(𝑟) kompetíciós sűrűségfüggvénnyel és 

az 𝛼 kompetíciós együtthatóval 𝛼 · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 alakban adható meg. Itt kihasználtuk, hogy 

izotrop (forgásszimmetrikus) rendszer feltételezése esetén a versengő egyedek konkrét 

elhelyezkedésétől nem, csak az 𝒙 és az 𝒚 pozíciók közti 𝑟 távolságtól függ a kompetíciós 

halálozás valószínűsége. 

Tegyük fel, hogy a vizsgált Δ𝑡 időlépések nagyon rövidek! Ekkor egy időlépés alatt várhatóan 

nem következik be egynél több esemény, vagyis nagyon kicsi a valószínűsége annak, hogy egy 

𝒚1 és egy 𝒚2 ≠ 𝒚1 helyen lévő két különböző egyed egyaránt kifejti kompetíciós hatását az 𝒙 

pozíciójú egyedre egyetlen időlépés során. Ilyen esetben az 𝒙-beli egyednek a különböző 𝒚 

helyekről történő hátráltatás miatti elpusztulása egymást kölcsönösen kizáró eseményeket 

jelent, így annak a valószínűsége, hogy egy kis Δ𝑡 idő alatt az 𝒙 pozíciójú egyedet bárhonnét 

kompetíciós hatás éri egyszerűen a különböző 𝒚 pozíciókból érkező hatások bekövetkezési 

valószínűségeinek összegeként írható fel. Ennek megfelelően az 𝒙 pozíciójú egyed teljes 
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kompetíciós halálozási rátáját úgy kaphatjuk meg, ha az egyes 𝛼 · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 rátákat 

összegezzük minden olyan 𝒚 pozícióra, ahol van egyed, azaz ahol 𝑁(𝒚) ≠ 0. 

Ezek alapján az 𝑛(𝒙) = 𝑁(𝒙)/ℎ egyedsűrűségnek a kompetíció miatt bekövetkező 

halálozásból adódó, időegység alatti megváltozásának – ami ez esetben is csökkenést jelent – a 

rendszer egy adott állapotában érvényes Δ𝑛kh(𝒙)/Δ𝑡 feltételes várható értékére a (2.1.2) 

egyenlet írható fel, ahol az integrálást a teljes síkra, minden lehetséges 𝒚 helyvektorra el kell 

végezni. A (2.1.2) egyenlet mindkét oldalát beszorozva az egyes cellák ℎ méretével és 

kihasználva, hogy bármely 𝒓 = 𝒙, 𝒚 esetén 𝑁(𝒓) = ℎ · 𝑛(𝒓), a (2.1.3) összefüggésre jutunk. Az 

itt megjelenő, a teljes síkra kiterjedő integrál egy, az összes lehetséges 𝒚 ponton végigmenő 

összegzéssé alakítható a (2.1.4) egyenlőség segítségével, melynek mindkét oldala az 𝒙 helyen 

lévő egyeddel kompetíciós kapcsolatba kerülni képes egyedek (a szomszédok) számát adja 

meg. A (2.1.4) egyenlet felírásakor kihasználtuk, hogy az integrálásnál megjelenő 𝑑𝒚 

felületelem nagysága megegyezik a maximum 1 egyedet tartalmazó kis cellák ℎ területével. A 

(2.1.4) képlet felhasználásával a (2.1.3) egyenlet a (2.1.5) kifejezéssé alakítható át. 

 
Δ𝑛kh(𝒙)

Δt
= −𝑛(𝒙) · 𝛼 · ∫ 𝑛(𝒚) · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 (2.1.2) 

 
Δ𝑁kh(𝒙)

Δt
= −𝑁(𝒙) · 𝛼 · ∫

𝑁(𝒚)

ℎ
· 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 (2.1.3) 

 
1

ℎ
· ∫ 𝑁(𝒚)𝑑𝒚 = ∑ 𝑁(𝒚)𝒚  (2.1.4) 

 
Δ𝑁kh(𝒙)

Δt
= −𝑁(𝒙) · 𝛼 · ∑ 𝑁(𝒚) · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  (2.1.5) 

Új egyed születése 

Ha egy 𝒛 pozícióban van egyed (𝑁(𝒛) ≠ 0), akkor ez időegység alatt várhatóan 𝑓 darab utódot 

hoz létre. Az utód létrehozásához ebben a modellben nincs szükség egyedek (szülők) közti 

kölcsönhatásra, az egyes egyedek egymástól függetlenül szaporodnak. A szülőn kívül jelen lévő 

egyedek csak azt befolyásolják, hogy hol keletkezhet az utód, ugyanis új egyed csak még be 

nem töltött pozícióban jelenhet meg. Az utód helyét megadó 𝐷(𝑟) diszperziós sűrűségfüggvény 

az izotrópia miatt a kompetíciós sűrűségfüggvényhez hasonlóan szintén csak a szülő és az utód 

közti 𝑟 távolságtól függ: 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝑑𝒛 annak a valószínűsége, hogy a 𝒛 pozíció körül egy 𝑑𝒛 

vektor által megadott tartományban lévő szülő utódja éppen az 𝒙 helyre kerül. 

Ismételten feltételezve, hogy a Δ𝑡 időlépés túl rövid ahhoz, hogy ezalatt egynél több esemény 

számottevő valószínűséggel végbemehessen, azt mondhatjuk, hogy lényegében nem fordulhat 

elő, hogy egy időlépés alatt egynél több egyed ugyanabban az 𝒙 pozícióban hozna létre utódot. 
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A különböző 𝒛 pozíciókból az adott 𝒙 helyre történő szaporodási események tehát egymást 

kölcsönösen kizáróak, így Δ𝑡 idő alatt egy új egyednek az 𝒙 pozíciójú cellában történő 

megszületésének teljes valószínűsége a különböző 𝒛 helyekről az 𝒙 pozícióba való szaporodás 

valószínűségeinek összege. 

Ha az 𝒙 pozíció üres, azaz lehetséges, hogy ide új egyed szülessen, akkor az 𝑛(𝒙) = 𝑁(𝒙)/ℎ 

egyedsűrűségnek a születésből adódó, időegységre vonatkoztatott megváltozásának 

(növekedésének) Δ𝑛sz(𝒙)/Δ𝑡 várható értékét a (2.1.6) egyenlet adja meg. A (2.1.6) egyenletben 

szereplő, a teljes élettérre kiterjedő integrálás a (2.1.4) képlet alapján egy ℎ-val való szorzás 

után – kihasználva, hogy 𝑛(𝒓) ∙ ℎ = 𝑁(𝒓) bármely 𝒓 = 𝒙, 𝒛 esetén – átalakítható a (2.1.7) 

összefüggésben látható, minden lehetséges 𝒛 pozíciót magába foglaló összegzéssé. Itt jól 

megfigyelhető, hogy az egyenlet jobb oldala az élőhely összes pontjának aktuális 

egyedszámától függ, vagyis az egyedszámváltozásra felírt várható érték az eddigiekhez 

hasonlóan itt is a teljes rendszer pillanatnyi állapota mellett érvényes feltételes várható érték. 

 
Δ𝑛sz(𝒙)

Δt
= 𝑓 · ∫ 𝑛(𝒛) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝑑𝒛 (2.1.6) 

 
Δ𝑁sz(𝒙)

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁(𝒛) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛  (2.1.7) 

Azt, hogy az új egyed születése az 𝒙 helyen csak akkor mehet végbe, ha az 𝒙 pozíció eredetileg 

üres volt, egy 1 − 𝑁(𝒙) szorzóval vehetjük figyelembe, mely lenullázza a születés miatti 

egyedszámváltozást az 𝒙 helyen, ha már van ott egyed, ellenkező esetben pedig csak egy eggyel 

való szorzást eredményez. Így végül az 𝒙 helyhez tartozó egyedszámnak a rendszer egy adott 

állapota mellett a születés miatt várható Δ𝑁sz(𝒙) megváltozására a (2.1.8) képletet kapjuk. 

 
Δ𝑁sz(𝒙)

Δt
= (1 − 𝑁(𝒙)) · 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁(𝒛) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛  (2.1.8) 

A háromféle jelenség összesített hatása 

A (2.1.1), a (2.1.5) és a (2.1.8) egyenleteket összeadva megkapjuk az 𝒙 helyen lévő kis cellához 

tartozó 𝑁(𝒙) egyedszámnak a rendszer egy adott állapotában kis Δ𝑡 idő alatt várható teljes 

𝛥𝑁(𝒙) megváltozását. Ezt a (2.1.9) egyenlet írja le. 

 
ΔN(𝒙)

Δt
= (1 − 𝑁(𝒙)) · 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁(𝒛) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − 𝑁(𝒙) · (𝜇 + 𝛼 · ∑ 𝑁(𝒚) · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚 ) (2.1.9) 

A cellák ℎ méretével nullához tartva lényegében elhanyagolható annak a valószínűsége, hogy 

egy 𝒙 helyen lévő cellában, azaz a tér egy adott 𝒙 pontjában van egyed, így 1 − 𝑁(𝒙) → 1. Ez 

alapján a (2.1.9) egyenlet a (2.1.10) alakúra egyszerűsödik. 
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ΔN(𝒙)

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁(𝒛) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − 𝑁(𝒙) · 𝜇 − 𝑁(𝒙) · 𝛼 · ∑ 𝑁(𝒚) · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  (2.1.10) 

Vegyük a (2.1.10) egyenletnek a teljes élőhelyre vonatkozó térbeli, avagy a rendszer különböző 

realizációira vett átlagát! A rendszer egy realizációja alatt a populáció alakulását leíró 

sztochasztikus folyamat egy véletlen kezdőállapotból indított lefutását értjük, az ezekre 

vonatkozó átlagolás során pedig a különböző realizációk aktuális állapotait átlagoljuk össze a 

folyamat különböző időpontjaiban. Térbeli ergodicitás feltételezése esetén a kétféle átlagolás – 

ha végtelen nagy élettérre és végtelen sok realizációra végezzük – azonos eredményre vezet. 

Ekkor ugyanis hosszú távon a rendszer állapota a különböző kezdeti állapotoktól függetlenné 

válik, így sok realizáció összeátlagolása során a rendszer jellemzői térben minden időpontban 

homogenizálódnak, és minden cellában az adott időpontban a rendszer egyetlen realizációjának 

térbeli átlagolásával adódó érték jelenik meg. 

A realizációkra vett átlagokból a 𝐷(𝑟) és az 𝑈(𝑟) függvények konstans szorzókként 

kiemelhetőek. Kihasználva, hogy a térbeli eltolási invariancia miatt a különböző 𝒙, 𝒚 és 𝒛 

pontokban vett egyedszámokat kiátlagolva ugyanazt az eredményt kapjuk, bevezethetjük az 

〈𝑁(𝒙)〉 = 〈𝑁(𝒚)〉 = 〈𝑁(𝒛)〉 ≔ 𝑁 jelölést az egy elemi cellában átlagosan jelen lévő egyedek 

számára. Emellett az origót az 𝒙 = 𝟎 pontba helyezve (ekkor |𝒙 − 𝒛| = |𝒛| és |𝒙 − 𝒚| = |𝒚|) a 

(2.1.10) egyenletből a (2.1.11) összefüggés adódik. 

 
ΔN

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁 · 𝐷(|𝒛|)𝒛 − 𝑁 · 𝜇 − 𝛼 · ∑ 〈𝑁(𝒙) · 𝑁(𝒚)〉  · 𝑈(|𝒚|)𝒚  (2.1.11) 

Az itt szereplő 〈𝑁(𝒙) ∙ 𝑁(𝒚)〉 várható érték kiszámításához szükség van egy tetszőleges 𝑉 és 

𝑊 valószínűségi változó 𝐶′(𝑉, 𝑊) kovarianciáját definiáló (2.1.12) képletre, ami alapján a 

kérdéses várható érték a (2.1.13) összefüggéssel fejezhető ki. Feltételezve, hogy a rendszer 

másodrendben stacionárius, vagyis az egyes pontok közötti kovariancia a térbeli eltolásra 

invariáns, 𝐶′(𝒙, 𝒚) = 𝐶′(𝒙 − 𝒚). Ezen felül izotrop (forgásszimmetrikus) esetben 𝐶′(𝒙 − 𝒚) = 

= 𝐶′(|𝒙 − 𝒚|). Jelen esetben tehát – az origót az 𝒙 = 𝟎 pontba helyezve – 𝐶′(𝒙, 𝒚) = 𝐶′(|𝒚|). 

Mindezeket felhasználva a (2.1.11) egyenletből a (2.1.14) kifejezés adódik.  

 𝐶′(𝑉, 𝑊) = 𝔼[(𝑉 − 𝔼(𝑉)) ∙ (𝑊 − 𝔼(𝑊))] = 𝔼(𝑉 ∙ 𝑊) − 𝔼(𝑉) ∙ 𝔼(𝑊) (2.1.12) 

 〈𝑁(𝒙) ∙ 𝑁(𝒚)〉 = 〈𝑁(𝒙)〉 ∙ 〈𝑁(𝒚)〉 + 𝐶′(𝒙, 𝒚) = 𝑁2 + 𝐶′(𝒙, 𝒚) (2.1.13) 

 
ΔN

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁 · 𝐷(|𝒛|)𝒛 − 𝑁 · 𝜇 − 𝛼 · ∑ (𝑁2 + 𝐶′(|𝒚|)) · 𝑈(|𝒚|)𝒚  (2.1.14) 
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Innen, figyelembe véve a 𝐷(𝑟) és az 𝑈(𝑟) sűrűségfüggvények (2.1.15) képletekben megadott 

módon felírható normáltságát a (2.1.16) kifejezésre jutunk, melyet a (2.1.17) egyenletre 

egyszerűsíthetünk. 

 ∑ 𝐷(|𝒛|)𝒛 =
1

ℎ
· ∫ 𝐷(|𝒛|)𝑑𝒛 =

1

ℎ
∙ 1 =

1

ℎ
 ∑ 𝑈(|𝒚|)𝒚 =

1

ℎ
· ∫ 𝑈(|𝒚|)𝑑𝒚 =

1

ℎ
∙ 1 =

1

ℎ
 (2.1.15) 

 
ΔN

Δt
= 𝑓 · ℎ · 𝑁 ·

1

ℎ
− 𝑁 · 𝜇 − 𝑁2 ·

𝛼

ℎ
− 𝛼 · ∑ 𝐶′(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|)𝑦  (2.1.16) 

 
ΔN

Δt
= 𝑁 · (𝑓 − 𝜇) − 𝑁2 ·

𝛼

ℎ
− 𝛼 · ∑ 𝐶′(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|)𝑦  (2.1.17) 

Vezessük be az �̅� = lim
ℎ→0

𝑁/ℎ átlagos egyedsűrűséget! Mivel ezzel a cellánkénti átlagos 

egyedszám 𝑁 = �̅� ∙ ℎ alakban írható, azaz 𝑁~ℎ, így a 𝐶′ kovarianciát a (2.1.13) összefüggésből 

kifejezve látható, hogy 𝐶′~ℎ2, vagyis az átlagos egyedsűrűséghez hasonlóan bevezethető a 

𝑐′(|𝒚|) = lim
ℎ→0

𝐶′(|𝒚|)/ℎ2 jelölés is. Ekkor a (2.1.17) egyenlet mindkét oldalát ℎ-val leosztva, 

majd Δ𝑡-vel nullához tartva, az �̅� átlagos egyedsűrűségre vonatkozó differenciálegyenlet a 

(2.1.18) alakot ölti. Ebből a teljes síkra vett összegzésről integrálásra való áttéréskor megjelenő 

1 ℎ⁄  szorzó figyelembevételével a (2.1.19) egyenletet nyerjük. 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · (𝑓 − 𝜇) − �̅�2 · 𝛼 −

𝛼

ℎ
· ∑ ℎ2 · 𝑐′(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|)𝑦  (2.1.18) 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · (𝑓 − 𝜇) − �̅�2 · 𝛼 − 𝛼 · ∫ 𝑐′(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|) 𝑑𝒚 (2.1.19) 

Az itt szereplő 𝑐′ két tagra bontható, amennyiben külön szeretnénk figyelembe venni egy adott 

pontban lévő egyed önmagára (a saját életkörülményeire, környezetére, pl. az elérhető táplálék 

mennyiségére) gyakorolt és az ezzel az egyeddel korrelált, más térbeli pozíciókban lévő 

egyedek kompetíciós hatását. Az egyedek közti 𝑟 távolság függvényeként bevezethetjük a 𝑐(𝑟) 

mennyiséget, ami – szemben az összes egyed közti korrelációt leíró 𝑐′(𝑟) függvénnyel – az 

egyedek önmagukra gyakorolt hatását már nem tartalmazza, tehát csak az 𝑟 ≠ 0 tartományban 

van értelmezve. Emellé ki kell számítanunk egy cellának az önmagával vett kovarianciáját. A 

(2.1.13) képletből a 𝐶′ kovarianciát kifejezve 𝑟 = 0-ban (𝒙 = 𝒚) a (2.1.20) összefüggés adódik. 

Itt a negyedik egyenlőségnél kihasználjuk, hogy mivel a ℎ → 0 esetben az egyes cellákban csak 

0 vagy 1 darab egyed lehet, így 〈𝑁(𝒙)2〉 = 〈𝑁(𝒙)〉 = 𝑁. Felhasználva továbbá, hogy 

lim
ℎ→0

1 − 𝑁 = 1, 𝑐′(0) értékére a (2.1.21) eredményt kapjuk. Az 𝑟 = 0-beli kovariancia járuléka 

az összes kovarianciát magába foglaló 𝑐′(𝑟) függvényben tehát �̅� ∙ 𝛿(𝑟). 

 𝐶′(0) = 𝐶′(𝒙, 𝒙) = 〈𝑁(𝒙) ∙ 𝑁(𝒙)〉 − 𝑁2 = 〈𝑁(𝒙)2〉 − 𝑁2 = 𝑁 · (1 − 𝑁) (2.1.20) 

 𝑐′(0) = lim
ℎ→0

𝐶′(0)

ℎ2 = lim
ℎ→0

𝑁

ℎ2 = lim
ℎ→0

𝑛

ℎ
 (2.1.21) 
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A 𝑐′(𝑟) = 𝑐(𝑟) + �̅� ∙ 𝛿(𝑟) felbontást a (2.1.19) összefüggésbe helyettesítve a (2.1.22), majd 

ebből a Dirac-deltát tartalmazó integrál elvégzésével a (2.1.23), végül pedig átrendezéssel a 

(2.1.24) egyenletet kapjuk. 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · (𝑓 − 𝜇) − �̅�2 · 𝛼 − 𝛼 · ∫ 𝑐(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|) 𝑑𝒚 − 𝛼 · �̅� · ∫ 𝛿(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|) 𝑑𝒚 (2.1.22) 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · (𝑓 − 𝜇) − �̅�2 · 𝛼 − 𝛼 · ∫ 𝑐(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|) 𝑑𝒚 − 𝛼 · �̅� · 𝑈(0) (2.1.23) 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · [𝑓 − 𝜇 − 𝛼 · 𝑈(0) − 𝛼 · �̅�] − 𝛼 · ∫ 𝑐(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|) 𝑑𝒚 (2.1.24) 

A (2.1.24) kifejezésben szereplő kétdimenziós, a teljes síkra vonatkozó integrál 

polárkoordinátákra áttérve a (2.1.25) összefüggések szerint átalakítható, így az átlagos 

egyedsűrűség időbeli megváltozását leíró differenciálegyenletre a végeredmény a (2.1.26) 

kifejezéssel írható fel. 

 ∫ 𝑐(|𝒚|)  · 𝑈(|𝒚|) 𝑑𝒚 = ∫ ∫ 𝑐(𝑟)  · 𝑈(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑
∞

0

2𝜋

0
= 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐(𝑟)  · 𝑈(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟

∞

0
 (2.1.25) 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · [𝑓 − 𝜇 − 𝛼 · 𝑈(0) − 𝛼 · �̅�] − 𝛼 · 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐(𝑟)  · 𝑈(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟

∞

0
 (2.1.26) 

 

2.2. A kovariancia időbeli változása 

A kovarianciát definiáló (2.1.12) képlet alapján izotrópia és másodrendű stacionaritás 

feltételezése mellett a rendszer különböző realizációira vett 〈… 〉 átlagokkal a (2.2.1) 

egyenletben megadott módon írható fel tetszőleges 𝒘 és 𝒙 helyvektorral jellemzett térbeli 

pontban jelentkező 𝑁(𝒘) és 𝑁(𝒙) egyedszám 𝐶′(𝒘, 𝒙) kovarianciája. Ennek megfelelően a 

kovariancia kis Δ𝑡 idő alatt bekövetkező Δ𝐶′(|𝒘 − 𝒙|) megváltozását a (2.2.2) összefüggés írja 

le. 

 𝐶′(|𝒘 − 𝒙|) = 〈𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙)〉 − 〈𝑁(𝒘)〉 ∙ 〈𝑁(𝒙)〉 (2.2.1) 

 Δ𝐶′(|𝒘 − 𝒙|) = Δ〈𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙)〉 − Δ(〈𝑁(𝒘)〉 ∙ 〈𝑁(𝒙)〉) (2.2.2) 

A (2.2.2) egyenlet első tagjának kifejtését a (2.2.3) egyenlőségek adják meg. Itt az első lépésben 

kihasználjuk a várható érték képzés linearitását, majd a 𝑡 + Δ𝑡 időpontban érvényes 𝑁′(𝒓) 

egyedszámokat (𝒓 = 𝒙, 𝒘) kifejezzük a 𝑡 pillanatbeli 𝑁(𝒓) érték és az adott cellában jelen lévő 

egyedek számában Δ𝑡 idő alatt bekövetkező Δ𝑁(𝒓) megváltozás összegeként. Mivel az 𝒓 

pozíciójú cella 𝑁′(𝒓) és 𝑁(𝒓) egyedszáma a cella kis méretéből kifolyólag csak 0 vagy 1 lehet, 

így Δ𝑁(𝒓) = −1, 0 vagy 1. Az utolsó lépésben felhasználjuk, hogy másodrendű stacionaritás 

esetén 𝑁(𝒘) ∙ Δ𝑁(𝒙) = 𝑁(𝒙) ∙ Δ𝑁(𝒘). Emellett ha a Δ𝑡 időtartam nagyon rövid, akkor ezalatt 

várhatóan nem következik be egynél több esemény, tehát feltételezhetjük, hogy egy Δ𝑡 
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időlépésben csak egyetlen kis cella betöltöttsége változhat meg születés vagy halálozás miatt. 

Ekkor elhanyagolható annak a valószínűsége, hogy egy kis Δ𝑡 időlépésben Δ𝑁(𝒙) és Δ𝑁(𝒘) 

egyaránt nullától különböző szám (−1 vagy 1), tehát az 𝒙 ≠ 𝒘 esetben a (2.2.3) egyenletben 

szereplő 〈Δ𝑁(𝒙) ∙ Δ𝑁(𝒘)〉 tagot elhagyhatjuk. Ezzel szemben az 𝒙 = 𝒘 esetben megjelenő 

〈Δ𝑁(𝒙)2〉 tagtól nem tekinthetnénk el. A számunkra érdekes, az átlagos egyedsűrűségre 

vonatkozó (2.1.26) differenciálegyenletben is megjelenő 𝑐(𝑟) mennyiség azonban csak a 

különböző – egymástól 𝑟 ≠ 0 távolságban lévő – síkbeli pontok közötti korrelációt írja le, így 

a továbbiakban a 𝐶′(|𝒘 − 𝒙|) kovariancia helyett az 𝒙 ≠ 𝒘 esetben érvényes 𝐶(|𝒘 − 𝒙|) 

kovarianciát vizsgálva élhetünk a (2.2.3) egyenlet utolsó lépésének közelítésével. 

 Δ〈𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙)〉 = 〈Δ(𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙))〉 = 〈𝑁′(𝒘) ∙ 𝑁′(𝒙) − 𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙)〉 = 

 = 〈(𝑁(𝒘) + Δ𝑁(𝒘)) ∙ (𝑁(𝒙) + Δ𝑁(𝒙)) − 𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙)〉 = 

 = 〈𝑁(𝒙) ∙ Δ𝑁(𝒘) + 𝑁(𝒘) ∙ Δ𝑁(𝒙) + Δ𝑁(𝒙) ∙ Δ𝑁(𝒘)〉 ≈ 〈2 · 𝑁(𝒘) · Δ𝑁(𝒙)〉 

(2.2.3) 

Az előzőekhez hasonlóan eljárva és az egy cellára jutó egyedszámok térbeli vagy realizációkra 

vett átlagaira ismét az 〈𝑁(𝒙)〉 = 〈𝑁(𝒘)〉 ≔  𝑁 jelölést alkalmazva a (2.2.2) képlet második 

tagja a (2.2.4) egyenlőségekkel alakítható át. Összességében így a kérdéses 𝒘 és 𝒙 pontokhoz 

tartozó egyedszámok közötti kovariancia kis Δ𝑡 idő alatti megváltozása az 𝒙 ≠ 𝒘 esetben a 

(2.2.5) kifejezéssel írható fel. 

 Δ(〈𝑁(𝒘)〉 ∙ 〈𝑁(𝒙)〉) = 〈𝑁(𝒙)〉 ∙ Δ〈𝑁(𝒘)〉 + 〈𝑁(𝒘)〉 ∙ Δ〈𝑁(𝒙)〉 + Δ〈𝑁(𝒙)〉 ∙ Δ〈𝑁(𝒘)〉 = 

 = 2 ∙ 〈𝑁(𝒘)〉 ∙ Δ〈𝑁(𝒙)〉 = 2 ∙ 𝑁 ∙ Δ𝑁 

(2.2.4) 

 Δ𝐶(|𝒘 − 𝒙|) = 2 · 〈𝑁(𝒘) · Δ𝑁(𝒙)〉 − 2 ∙ 𝑁 ∙ Δ𝑁 (2.2.5) 

A (2.2.6) egyenlőség tanulsága szerint a (2.2.5) összefüggésben megjelenő Δ𝑁(𝒙) = −1, 0, 1 

diszkrét egyedszámváltozásnak és a 2.1. fejezetben használt, a teljes rendszer egy adott állapota 

melletti feltételes várható értékként bevezetett Δ𝑁(𝒙) folytonos változónak a rendszer 

különböző realizációira vett átlaga megegyezik egymással. Az átláthatóság kedvéért ezen 

levezetés erejéig az egy cellára vonatkoztatott egyedszámváltozás kétféle típusára különböző 

jelölést alkalmazunk. Mivel az 𝒙 pozícióban bekövetkező diszkrét változás, vagyis 𝛥𝑁d(𝒙) 

háromféle értéket (−1, 0 vagy 1) vehet fel, így az ehhez tartozó 𝑗 index 1, 2 vagy 3 lehet. A 

𝛥𝑁f𝑖(𝒙) jelölés a rendszer 𝑖-edik realizációjának a 𝛥𝑁d(𝒙) változás bekövetkezése előtti 

időpillanatban fennálló állapotát feltételezve várható, folytonos értéket felvevő változásra 

vonatkozik, az 𝑖 index tehát a rendszer különböző realizációin, pontosabban az egyes 

realizációknak a vizsgált időponthoz tartozó állapotain fut végig. A levezetés második 
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lépésében kihasználjuk, hogy a rendszer 𝑖-edik állapotában egy adott 𝛥𝑁d𝑗(𝒙) megváltozás 

𝑝𝑖𝑗(𝒙) valószínűsége a feltételes valószínűség definíciója alapján kifejezhető a rendszer 𝑖-edik 

állapotának 𝑝𝑖 valószínűségével és a 𝛥𝑁d𝑗(𝒙) megváltozás ezen állapothoz tartozó 𝑝𝑗|𝑖(𝒙) 

feltételes valószínűségével. 

 〈𝛥𝑁d(𝒙)〉 = ∑ 𝑝𝑖𝑗
(𝒙) · 𝛥𝑁d𝑗(𝒙)𝑖,𝑗 = ∑ 𝑝𝑖 · 𝑝𝑗|𝑖

(𝒙) · 𝛥𝑁d𝑗(𝒙)𝑖,𝑗 = ∑ 𝑝𝑖 ∙ ∑ 𝑝𝑗|𝑖
(𝒙) · 𝛥𝑁d𝑗(𝒙)𝑗𝑖 = 

 = ∑ 𝑝𝑖 ∙ 𝛥𝑁f𝑖(𝒙)𝑖 = 〈𝛥𝑁f(𝒙)〉 
(2.2.6) 

A (2.2.6) összefüggés alapján a (2.2.5) képlet első tagjában szereplő 〈𝑁(𝒘) · Δ𝑁(𝒙)〉 átlagot 

egyszerűen kifejezhetjük a születési és halálozási rátákkal, valamint a diszperziós és 

kompetíciós sűrűségfüggvényekkel, ha a (2.1.10) egyenlet mindkét oldalát beszorozzuk 𝑁(𝒘)-

vel, majd kiátlagoljuk a rendszer különböző realizációira. Ezeket a műveleteket elvégezve a 

(2.2.7) kifejezésre jutunk. 

 
〈N(𝐰)·ΔN(𝒙)〉

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ 〈𝑁(𝒘) · 𝑁(𝒛)〉 · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − 〈𝑁(𝒘) · 𝑁(𝒙)〉 · 𝜇 − 

 − 𝛼 · ∑ 〈𝑁(𝒘) · 𝑁(𝒙) · 𝑁(𝒚)〉 · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  

(2.2.7) 

Az itt megjelenő várható értékek a (2.2.8), a (2.2.9) és a (2.2.10) összefüggések szerint 

alakíthatóak át. A (2.2.8) és a (2.2.9) képletben a kovarianciára vonatkozó (2.1.13) egyenletet 

kellett felhasználni, illetve az utóbbi összefüggésnél azt is, hogy az 𝒙 ≠ 𝒘 feltételezésünk miatt 

𝐶′(𝒘, 𝒙) helyett 𝐶(𝒘, 𝒙) írható. A (2.2.10) kifejezés első lépésében az egyes 𝒓 = 𝒘, 𝒙, 𝒚 

pontokhoz tartozó cellák 𝑁(𝒓) egyedszámát az átlagos 𝑁 értéktől való 𝛥𝑁(𝒓) eltérés 

felhasználásával 𝑁(𝒓) = 𝑁 + 𝛥𝑁(𝒓) alakban írjuk fel. A második egyenlőségnél a szorzat 

kibontása történik a várható érték képzés linearitásának figyelembevétele mellett. Végül pedig 

bevezetjük az 𝑀3(𝒘, 𝒙, 𝒚) = 〈𝛥𝑁(𝒘) ∙ 𝛥𝑁(𝒙) ∙ 𝛥𝑁(𝒚)〉 centrális harmadik momentumot, 

kihasználjuk, hogy 〈𝛥𝑁(𝒓)〉 = 0, valamint az utolsó tagba – felismerve, hogy az itt szereplő 

𝛥𝑁(𝒓) = 𝑁(𝒓) − 𝑁 = 𝑁(𝒓) − 〈𝑁(𝒓)〉 – a (2.1.12) definíciónak megfelelően beírjuk a 

megfelelő 𝐶 és 𝐶′ kovarianciákat. A párközelítésen túlmutató, magasabb rendű korrelációkat 

leíró 𝑀3(𝒘, 𝒙, 𝒚) centrális harmadik momentum kezelésére többféle eljárás is létezik – jelen 

esetben a [3] hivatkozás 20. fejezetében leírt hasonló modellben is alkalmazott közelítéssel 

élünk és ezt a tagot egyszerűen elhanyagoljuk. 

 〈𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒛)〉 = 〈𝑁(𝒘)〉 ∙ 〈𝑁(𝒛)〉 + 𝐶′(𝒘, 𝒛) = 𝑁2 + 𝐶′(|𝒘 − 𝒛|) (2.2.8) 

 〈𝑁(𝒘) ∙ 𝑁(𝒙)〉 = 〈𝑁(𝒘)〉 ∙ 〈𝑁(𝒙)〉 + 𝐶(𝒘, 𝒙) = 𝑁2 + 𝐶(|𝒘 − 𝒙|) (2.2.9) 
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 〈𝑁(𝒘) · 𝑁(𝒙) · 𝑁(𝒚)〉 = 〈(𝑁 + 𝛥𝑁(𝒘)) · (𝑁 + 𝛥𝑁(𝒙)) · (𝑁 + 𝛥𝑁(𝒚))〉 = 

 = 〈𝑁3〉 + 〈𝛥𝑁(𝒘) ∙ 𝛥𝑁(𝒙) ∙ 𝛥𝑁(𝒚)〉 + 〈𝑁2 ∙ (𝛥𝑁(𝒘) + 𝛥𝑁(𝒙) + 𝛥𝑁(𝒚))〉 + 

 +𝑁 ∙ 〈𝛥𝑁(𝒘) ∙ 𝛥𝑁(𝒙) + 𝛥𝑁(𝒘) ∙ 𝛥𝑁(𝒚) + 𝛥𝑁(𝒙) ∙ 𝛥𝑁(𝒚)〉 = 

 = 𝑁3 + 𝑀3(𝒘, 𝒙, 𝒚) + 0 + 𝑁 ∙ (𝐶(|𝒘 − 𝒙|) + 𝐶′(|𝒘 − 𝒚|) + 𝐶′(|𝒙 − 𝒚|)) = 

 = 𝑁3 + 𝑁 ∙ (𝐶(|𝒘 − 𝒙|) + 𝐶′(|𝒘 − 𝒚|) + 𝐶′(|𝒙 − 𝒚|)) 

(2.2.10) 

A (2.2.7) egyenletből a (2.2.8), (2.2.9) és (2.2.10) összefüggések felhasználásával a (2.2.11) 

egyenletet kapjuk. 

 
〈N(𝐰)·ΔN(𝒙)〉

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ (𝑁2 + 𝐶′(|𝒘 − 𝒛|)) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − (𝑁2 + 𝐶(|𝒘 − 𝒙|)) · 𝜇 − 

 −𝛼 · ∑ [𝑁3 + 𝑁 ∙ (𝐶(|𝒘 − 𝒙|) + 𝐶′(|𝒘 − 𝒚|) + 𝐶′(|𝒙 − 𝒚|))] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  

(2.2.11) 

A (2.2.5) képletet 2 · Δ𝑡-vel leosztva és ebbe behelyettesítve a (2.2.11) egyenletben kifejezett 

〈𝑁(𝒘) · Δ𝑁(𝒙)〉/Δ𝑡 hányadost a 𝒘 és 𝒙 pontbeli cellák egyedszámai közötti kovariancia 

időbeli megváltozására a (2.2.12) egyenlet adódik. 

 
1

2
·

Δ𝐶(|𝒘−𝒙|)

Δ𝑡
= 𝑓 · ℎ · ∑ (𝑁2 + 𝐶′(|𝒘 − 𝒛|)) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − (𝑁2 + 𝐶(|𝒘 − 𝒙|)) · 𝜇 − 

 −𝛼 · ∑ [𝑁3 + 𝑁 ∙ (𝐶(|𝒘 − 𝒙|) + 𝐶′(|𝒘 − 𝒚|) + 𝐶′(|𝒙 − 𝒚|))] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚 − 𝑁 ∙
Δ𝑁

Δ𝑡
 

(2.2.12) 

Az utolsó tagban megjelenő Δ𝑁/Δ𝑡 hányados a (2.2.13) összefüggéssel írható fel, amelyet a 

(2.1.10) egyenletből a rendszer realizációira történő átlagolással és a (2.1.13) képlet 

felhasználásával kapunk. (A korábbiakkal ellentétben itt nem helyezzük az origót az 𝒙 = 𝟎 

pontba.) A (2.2.12) egyenletből a (2.2.13) kifejezés 𝑁-szeresének levonásával a (2.2.14) 

összefüggést kapjuk. 

 
ΔN

Δt
= 𝑓 · ℎ · ∑ 𝑁 · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − 𝑁 · 𝜇 − 𝛼 · ∑ (𝑁2 + 𝐶′(|𝒙 − 𝒚|)) · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  (2.2.13) 

 
1

2
·

Δ𝐶(|𝒘−𝒙|)

Δ𝑡
= 𝑓 · ℎ · ∑ 𝐶′(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − 𝐶(|𝒘 − 𝒙|) · 𝜇 − 

 −𝛼 · ∑ 𝑁 ∙ [𝐶(|𝒘 − 𝒙|) + 𝐶′(|𝒘 − 𝒚|)] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  

(2.2.14) 

A (2.2.14) egyenlet mindkét oldalát a cellák ℎ → 0 méretével leosztva, majd behelyettesítve az 

�̅� = lim
ℎ→0

𝑁/ℎ átlagos egyedsűrűséget, bevezetve a 𝑐 = lim
ℎ→0

𝐶/ℎ2 és a 𝑐′ = lim
ℎ→0

𝐶′/ℎ2 jelölést, 

valamint Δ𝑡-vel nullához tartva a (2.2.15), majd ezt ℎ-val egyszerűsítve és a (2.1.15) képletek 

által leírt módon a teljes síkra vonatkozó összegzéseket integrálokká alakítva a (2.2.16) 

egyenlőségre jutunk. 
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ℎ

2
·

𝑑𝑐(|𝒘−𝒙|)

d𝑡
= 𝑓 · ∑ ℎ2 · 𝑐′(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|)𝒛 − ℎ · 𝑐(|𝒘 − 𝒙|) · 𝜇 − 

 −𝛼 · ∑ �̅� ∙ ℎ2 · [𝑐(|𝒘 − 𝒙|) + 𝑐′(|𝒘 − 𝒚|)] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝒚  

(2.2.15) 

 
1

2
·

𝑑𝑐(|𝒘−𝒙|)

d𝑡
= 𝑓 · ∫ 𝑐′(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|) 𝑑𝒛 − 𝜇 · 𝑐(|𝒘 − 𝒙|) − 

 −𝛼 · �̅� ∙ ∫[𝑐(|𝒘 − 𝒙|) + 𝑐′(|𝒘 − 𝒚|)] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 

(2.2.16) 

A 2.1 fejezetben taglaltak szerint itt ismét alkalmazhatjuk a 𝑐′(𝑟) = 𝑐(𝑟) + �̅� ∙ 𝛿(𝑟) felírást. 

Ezzel a (2.2.16) egyenletből a (2.2.17) összefüggés adódik, ami a Dirac-deltát tartalmazó 

integrálok elvégzésével a (2.2.18) kifejezésre egyszerűsödik. Ebből az origót az átlagos 

egyedsűrűségre érvényes differenciálegyenletről szóló részhez hasonlóan az 𝒙 = 𝟎 pontba 

helyezve, valamint az 𝑟 = |𝒘| origótól vett távolságot bevezetve a (2.2.19) egyenletet kapjuk. 

 
1

2
·

𝑑𝑐(|𝒘−𝒙|)

d𝑡
= 𝑓 · ∫ 𝑐(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|) 𝑑𝒛 + 𝑓 · �̅� ∙ ∫ 𝛿(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|) 𝑑𝒛 − 

 −𝜇 · 𝑐(|𝒘 − 𝒙|) − 𝛼 · �̅� ∙ ∫[𝑐(|𝒘 − 𝒙|) + 𝑐(|𝒘 − 𝒚|)] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 − 

 −𝛼 · �̅�2 ∙ ∫ 𝛿(|𝒘 − 𝒚|) · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 

(2.2.17) 

 
1

2
·

𝑑𝑐(|𝒘−𝒙|)

d𝑡
= 𝑓 · ∫ 𝑐(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒙 − 𝒛|) 𝑑𝒛 + 𝑓 · �̅� ∙ 𝐷(|𝒙 − 𝒘|) − 𝜇 · 𝑐(|𝒘 − 𝒙|) − 

 −𝛼 · �̅� ∙ ∫[𝑐(|𝒘 − 𝒙|) + 𝑐(|𝒘 − 𝒚|)] · 𝑈(|𝒙 − 𝒚|)𝑑𝒚 − 𝛼 · �̅�2 ∙ 𝑈(|𝒙 − 𝒘|) 

(2.2.18) 

 
1

2
·

𝑑𝑐(𝑟)

d𝑡
= 𝑓 · ∫ 𝑐(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒛|) 𝑑𝒛 + 𝑓 · �̅� ∙ 𝐷(𝑟) − 𝜇 · 𝑐(𝑟) − 

 −𝛼 · �̅� ∙ 𝑐(𝑟) · ∫ 𝑈(|𝒚|)𝑑𝒚 − 𝛼 · �̅� ∙ ∫ 𝑐(|𝒘 − 𝒚|) · 𝑈(|𝒚|)𝑑𝒚 − 𝛼 · �̅�2 ∙ 𝑈(𝑟) 

(2.2.19) 

Itt kihasználhatjuk, hogy egy 𝑓(𝒓) és egy 𝑔(𝒓) függvény konvolúciója két dimenzióban 

definíció szerint (𝑔 ∗ 𝑓)(𝒗) = (𝑓 ∗ 𝑔)(𝒗) = ∫ 𝑓(𝒖) ∙ 𝑔(𝒗 − 𝒖)𝑑𝒖 alakban írható fel. Izotrop 

rendszerben, mikor a konvolválandó függvények csak az argumentumukban szereplő vektorok 

hosszától függenek – azaz 𝑓(𝒖) = 𝑓(|𝒖|) és 𝑔(𝒗 − 𝒖) = 𝑔(|𝒗 − 𝒖|) – a konvolúció is csak 

egy távolság függvénye lesz, vagyis (𝑓 ∗ 𝑔)(𝒗) = ∫ 𝑓(|𝒖|) ∙ 𝑔(|𝒗 − 𝒖|)𝑑𝒖 = (𝑓 ∗ 𝑔)(|𝒗|). 

Ezt az átírást a (2.2.19) differenciálegyenletben szereplő két tagnál is végrehajthatjuk: 

∫ 𝑐(|𝒘 − 𝒛|) · 𝐷(|𝒛|) 𝑑𝒛 = (𝐷 ∗ 𝑐)(|𝒘|) = (𝐷 ∗ 𝑐)(𝑟), valamint ∫ 𝑐(|𝒘 − 𝒚|) · 𝑈(|𝒚|)𝑑𝒚 = 

= (𝑈 ∗ 𝑐)(|𝒘|) = (𝑈 ∗ 𝑐)(𝑟). Emellett a kompetíciós sűrűségfüggvény normáltságát megadó 

∫ 𝑈(|𝒚|)𝑑𝒚 = 1 képletet is felhasználva végül a (2.2.20) összefüggésre jutunk, amiből már 

egyszerű átrendezéssel adódik a sík különböző pontjai (𝑟 ≠ 0) közötti kovariancia időbeli 

változását kifejező (2.2.21) differenciálegyenlet. 
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1

2
·

𝑑𝑐(𝑟)

d𝑡
= 𝑓 · (𝐷 ∗ 𝑐)(𝑟) + 𝑓 · �̅� ∙ 𝐷(𝑟) − 𝜇 · 𝑐(𝑟) − 

 −𝛼 · �̅� ∙ 𝑐(𝑟) − 𝛼 · �̅� ∙ (𝑈 ∗ 𝑐)(𝑟) − 𝛼 · �̅�2 ∙ 𝑈(𝑟) 

(2.2.20) 

 
1

2
·

𝑑𝑐(𝑟)

d𝑡
= −𝜇 · 𝑐(𝑟) + 𝑓 · [(𝐷 ∗ 𝑐)(𝑟) + �̅� ∙ 𝐷(𝑟)] − 𝛼 · �̅� ∙ [𝑐(𝑟) + (𝑈 ∗ 𝑐)(𝑟) + 𝑛 · 𝑈(𝑟)] (2.2.21) 

 

2.3. Az egyensúlyi kovariancia 

Tegyük fel, hogy az egyedsűrűség lassan változik az időben a kovarianciához képest. Ekkor 

megtehetjük, hogy az átlagos egyedsűrűségre vonatkozó (2.1.26) differenciálegyenletben a 

𝑐(𝑟) függvényt az aktuális 𝑛 átlagos egyedsűrűséghez tartozó egyensúlyi �̂�(𝑛) értékkel 

helyettesítjük. Érdemes tehát meghatározni az átlagos egyedsűrűség és az egyensúlyi 

kovariancia közti összefüggést megadó �̂�(𝑛) függvényt. 

Egyensúlyban bármely 𝑟 ≠ 0 esetén 𝑑𝑐(𝑟) 𝑑𝑡⁄ = 0, ami alapján a kovariancia időfejlődését 

leíró (2.2.21) differenciálegyenletből kifejezhetővé válik a �̂�(𝑛) kapcsolat. A kovarianciát 

tartalmazó tagokat egy oldalra gyűjtve kapjuk a (2.3.1) egyenletet. 

 𝜇 · 𝑐(𝑟) − 𝑓 · (𝐷 ∗ 𝑐)(𝑟) + 𝛼 · �̅� · [𝑐(𝑟) + (𝑈 ∗ 𝑐)(𝑟)] = 𝑓 · �̅� ∙ 𝐷(𝑟) − 𝛼 · �̅�2 · 𝑈(𝑟) (2.3.1) 

Egy 𝜑(𝒓) függvény �̃�(𝒒) = FT[𝜑(𝒓)] kétdimenziós Fourier-transzformáltját a (2.3.2) képlettel 

definiálva, kihasználva a Fourier-transzformáció (2.3.3) linearitását és a konvolúcióra 

gyakorolt (2.3.4) hatását a (2.3.1) egyenlet mindkét oldalának Fourier-transzformálásakor a 

(2.3.5) összefüggésre jutunk. Ebből már egyszerű átrendezéssel majd inverz Fourier-

transzformációval adódik az egyensúlyi kovarianciát jellemző �̂�(𝑟) és az 𝑛 átlagos 

egyedsűrűség közötti kapcsolatot leíró (2.3.6) képlet, melyet az (2.1.26) kifejezésben 𝑐(𝑟) 

helyére beírva az átlagos egyedsűrűségre vonatkozó egyenlet a (2.3.7) alakot ölti. 

 �̃�(𝒒) = ∫ 𝜑(𝒓)𝑒2𝜋𝑖𝒒𝒓𝑑𝒓
+∞

−∞
 (2.3.2) 

 FT[𝑐1 · 𝜑(𝒓) + 𝑐2 · 𝜙(𝒓)] = 𝑐1 · �̃�(𝒒) + 𝑐2 ∙ �̃�(𝒒) (2.3.3) 

 𝜑 ∗ �̃� = �̃� ∙ �̃� (2.3.4) 

 𝜇 · �̃� − 𝑓 · �̃� ∙ �̃� + 𝛼 · �̅� · [�̃� + �̃� ∙ �̃�] = 𝑓 · �̅� ∙ �̃� − 𝛼 · �̅�2 · �̃� (2.3.5) 

 �̂�(𝑟) = FT−1 [
𝑓·�̅�∙�̃�−𝛼·�̅�2·�̃�

𝜇−𝑓·�̃�+𝛼·�̅�+𝛼·�̅�·�̃�
] (2.3.6) 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · (𝑓 − 𝜇 − 𝛼 · 𝑈(0) − 𝛼 · �̅�) − 2𝜋 · 𝛼 · ∫ FT−1 [

𝑓·�̅�∙�̃�−𝛼·�̅�2·�̃�

𝜇−𝑓·�̃�+𝛼·�̅�+𝛼·�̅�·�̃�
] (𝑟)  · 𝑈(𝑟) · 𝑟 𝑑𝑟 (2.3.7) 
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3. A több fajra vonatkozó modell 

A 2. fejezetben leírt modellt kiterjeszthetjük két faj egyidejű jelenlétének esetére is. Bevezetve 

az egyes fajokra utaló 𝑖, 𝑗 = 1,2 indexeket 𝑛𝑖(𝑡) = lim
ℎ→0

𝑁𝑖/ℎ az 𝑖 típusú egyedek átlagos 

sűrűségét jelöli és 𝑐𝑖𝑗(𝑟, 𝑡) = 𝑐𝑗𝑖(𝑟, 𝑡) egy egymástól 𝑟 távolságra lévő 𝑖 − 𝑗 egyedpár közötti 

korrelációt jellemzi. Több faj esetén természetesen az egy faj viselkedését leíró modellben 

szereplő összes paraméter minden egyes fajra külön-külön megjelenik. Az 𝑖 típusú egyedekre 

vonatkozóan a kompetíciótól független halálozási rátát 𝜇𝑖, az időegység alatt egy 𝑖 típusú egyed 

által várhatóan létrehozott utódok számát, vagyis a szaporodási rátát 𝑓𝑖, a diszperziós 

sűrűségfüggvényt pedig 𝐷𝑖(𝑟) jelöli. Emellett az 𝛼 kompetíciós együtthatót és az 𝑈(𝑟) 

kompetíciós sűrűségfüggvényt is indexekkel kell ellátni: 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟)𝑑𝒓 az 𝑖 faj egy egyedének 

egy tőle 𝑟 távolságra lévő 𝑗 típusú egyed által okozott kompetíciós halálozási rátája. A 

lehetséges elemi eseményeket ekkor a 3.1. ábra mutatja be. 

 

3.1. ábra: Az időegység alatt lezajló lehetséges folyamatok az őket leíró paraméterekkel két 

faj jelenlétében: kompetíciós hatásoktól független elhalálozás (bal oldalon), a versengésből 

eredően bekövetkező elhalálozás (középen), új egyed születése (jobb oldalon). Az 1. faj (zöld) 

egyedszámát módosító effektusok fent, a 2. faj (sárga) egyedszámát befolyásoló jelenségek 

pedig lent szerepelnek. 

𝑟 

𝑟 

𝛼22𝑈22(𝑟)𝑑𝒓 

𝛼11𝑈11(𝑟)𝑑𝒓 

𝛼21𝑈21(𝑟′)𝑑𝒓′ 

𝑓2𝐷2(𝑟)𝑑𝒓 

𝑟 

𝑓1𝐷1(𝑟)𝑑𝒓 

𝛼12𝑈12(𝑟′)𝑑𝒓′ 

𝑟′ 

𝜇1 

𝜇2 

𝑟 

𝑟′ 
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3.1. Az átlagos egyedsűrűség időbeli változása 

Az egy faj jelenlétében a faj 𝑛 átlagos egyedsűrűségének időbeli változására a 2.1. fejezetben 

végeredményül kapott (3.1.1) egyenletet a bevezetett indexes mennyiségekkel felírva két együtt 

élő faj egyikének az 𝑛𝑖(𝑡) (𝑖 = 1,2) átlagos egyedsűrűségére a (3.1.2) differenciálegyenlet 

adódik. Általánosabban, ha a fajok száma 𝐹, akkor a (3.1.2) egyenletben szereplő 

összegzésekben 𝑘 = 1,2, … , 𝐹. A fajok által összesen kitett átlagos egyedsűrűséget egyszerűen 

az egyes fajokra vonatkozó egyedsűrűségek ∑ �̅�𝑘
𝐹
𝑘=1  összege adja meg. 

 
𝑑�̅�

dt
= �̅� · [𝑓 − 𝜇 − 𝛼 · 𝑈(0) − 𝛼 · �̅�] − 𝛼 · 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐(𝑟)  · 𝑈(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟

∞

0
 (3.1.1) 

 
𝑑�̅�𝑖

dt
= �̅�𝑖 · [𝑓𝑖 − 𝜇𝑖 − 𝛼𝑖𝑖 · 𝑈𝑖𝑖(0) − ∑ 𝛼𝑖𝑘 · �̅�𝑘𝑘=1,2 ] − 

 − ∑ 𝛼𝑖𝑘 · 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐𝑖𝑘(𝑟) · 𝑈𝑖𝑘(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟
∞

0𝑘=1,2   

 (3.1.2) 

 

3.2. A kovariancia időbeli változása 

Egy egymástól 𝑟 távolságra lévő 𝑖 − 𝑗 egyedpár közötti kovariancia a (3.2.1) definiáló képlet 

alapján a (3.2.2) kifejezéssel írható fel. Erről leolvasható, hogy pozitív értéket vesz fel a 𝑐𝑖𝑗(𝑟, 𝑡) 

kovariancia akkor, ha az 𝒙 helyvektor által kijelölt pozícióban az átlagosnál több 𝑖 típusú egyed 

jelenlétekor (𝑛𝑖 < 𝑛𝑖(𝒙)) az 𝒙 ponttól 𝑟 távolságra az átlagosnál több 𝑗 típusú egyed található 

(𝑛𝑗 < 𝑛𝑗(𝒙 + 𝒓)), valamint az 𝒙 helyen az 𝑖 fajra nézve az átlagosnál kisebb az egyedsűrűség 

esetén (𝑛𝑖(𝒙) < 𝑛𝑖) ettől ponttól 𝑟 távolságra a 𝑗 típusú egyedek sűrűsége is kisebb a rájuk 

vonatkozó átlagos értéknél (𝑛𝑗(𝒙 + 𝒓) < 𝑛𝑗). Ezzel szemben a negatív kovariancia azt jelenti, 

hogy az 𝒙 és az 𝒙 + 𝒓 helyeken ellentétes irányban térnek el az egyedsűrűségek a megfelelő 

fajra érvényes átlagos értéktől. Egy pozitív kovariancia járulék hatására tehát a fajok átlagos 

egyedsűrűségeiből adódó valószínűségekhez képest nagyobb eséllyel lesz egy már jelen lévő 𝑖 

típusú egyedtől 𝑟 távolságra egy 𝑗 típusú egyed, míg a negatív tagok az egyenletes eloszlású 

egyedek esetéhez viszonyítva csökkentik annak a valószínűségét, hogy találunk 𝑗 típusú 

egyedet egy 𝑖 típusútól 𝑟 távolságra. Ennek megfelelően egy 𝑖 − 𝑗 egyedpár keletkezése növeli 

a 𝑐𝑖𝑗(𝑟, 𝑡) kovarianciát, míg egy ilyen pár megszűnése csökkenti. 

 𝐶𝑖𝑗
′ (𝑟, 𝑡) = 𝐶𝑖𝑗

′ (|𝒓|, 𝑡) = 𝔼[(𝑁𝑖(𝒙, 𝑡) − 𝔼[𝑁𝑖(𝒙, 𝑡)]) ∙ (𝑁𝑗(𝒙 + 𝒓, 𝑡) − 𝔼[𝑁𝑗(𝒙 + 𝒓, 𝑡)])] = 

 = 𝔼 [(𝑁𝑖(𝒙, 𝑡) − 𝑁𝑖(𝑡)) ∙ (𝑁𝑗(𝒙 + 𝒓, 𝑡) − 𝑁𝑗(𝑡))] 
(3.2.1) 

 𝑐𝑖𝑗(𝑟, 𝑡) = 𝑐𝑖𝑗(|𝒓|, 𝑡) = 𝔼 [(𝑛𝑖(𝒙, 𝑡) − 𝑛𝑖(𝑡)) ∙ (𝑛𝑗(𝒙 + 𝒓, 𝑡) − 𝑛𝑗(𝑡))] (3.2.2) 
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A kovarianciára egy faj jelenlétében a 2.2. fejezetben végeredményként a (3.2.3) 

differenciálegyenlet adódott. Az itt szereplő tagok két faj esetére a 3.2.1., a 3.2.2. és a 3.2.3. 

táblázatban megadott módon írhatóak át. Ezeket a (3.2.4) differenciálegyenlet foglalja össze. A 

kovariancia megváltozásában szerepet játszó folyamatokat a fent említett táblázatokban 

meghivatkozott ábrák (3.2.1., 3.2.2. és 3.2.3. ábra) szemléltetik. 

 
1

2
·

𝑑𝑐(𝑟)

d𝑡
= −𝜇 · 𝑐(𝑟) + 𝑓 · [(𝐷 ∗ 𝑐)(𝑟) + �̅� ∙ 𝐷(𝑟)] − 𝛼 · �̅� ∙ [𝑐(𝑟) + (𝑈 ∗ 𝑐)(𝑟) + 𝑛 · 𝑈(𝑟)] (3.2.3) 

 
𝑑𝑐𝑖𝑗(𝑟)

𝑑𝑡
= −[𝜇𝑖 + 𝜇𝑗] ∙ 𝑐𝑖𝑗(𝑟) + 𝑓𝑖 · (𝐷𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) + 𝑓𝑗 · (𝐷𝑗 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) + 

 +𝛿𝑖𝑗 ∙ 2 · 𝑓𝑖 · �̅�𝑖 ∙ 𝐷𝑖(𝑟) − ∑ [𝛼𝑖𝑘 · �̅�𝑘 + 𝛼𝑗𝑘 · �̅�𝑘] · 𝑐𝑖𝑗(𝑟)𝑘=1,2 − 

 − ∑ [𝛼𝑖𝑘 · �̅�𝑖 ∙ (𝑈𝑖𝑘 ∗ 𝑐𝑗𝑘)(𝑟) + 𝛼𝑗𝑘 · �̅�𝑗 ∙ (𝑈𝑗𝑘 ∗ 𝑐𝑖𝑘)(𝑟)]𝑘=1,2 − 

 −[𝛼𝑖𝑗 ∙ 𝑈𝑖𝑗(𝑟) + 𝛼𝑗𝑖 · 𝑈𝑗𝑖(𝑟)] · �̅�𝑖 ∙ �̅�𝑗 

(3.2.4) 

Kettőnél több (𝐹 féle) faj együttélésekor csak annyiban változik a (3.2.4) egyenlet, hogy a 𝑘-ra 

vonatkozó összegzésekben 𝑘 = 1,2, … , 𝐹, hiszen minden egyed az összes faj egyedeivel 

versenghet. 
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Az egy fajra 

vonatkozó egyenletben 

(𝑑𝑐(𝑟) 𝑑𝑡⁄ ) szereplő 

tag 

Az egy fajra vonatkozó egyenletben 

szereplő tag jelentése 

A két fajra vonatkozó egyenletben 

szereplő megfelelő tag (𝑖, 𝑗 = 1,2) 
A két fajra vonatkozó egyenletben szereplő tag jelentése 

+2 · 𝑓 · (𝐷 ∗ 𝑐)(𝑟) 

Egy korrelált egyedpár egyik tagja 

utódot hozhat létre a pár másik 

tagjától 𝑟 távolságra, azaz egy 

egyeddel korrelált (az átlagosan 

várhatótól eltérően jelen lévő) másik 

egyed szaporodása az átlaghoz képest 

megnöveli annak a valószínűségét, 

hogy a kérdéses egyedtől 𝑟 távolságra 

szintén van egyed. A 𝑐(𝑟) 

kovarianciát ily módon bármely 

korrelált egyedpár szaporodása 

növelheti – ezek a hatások mind 

összegezve vannak a szóban forgó 

kifejezésben, hiszen a konvolúció 

definíciója alapján (𝐷 ∗ 𝑐)(|𝒓|) = 

=∫ 𝐷(|𝑹| ) ∙ 𝑐(|𝒓 − 𝑹|)𝑑𝑹, azaz a 

kiinduló korrelált egyedpár tagjainak 

egymáshoz viszonyított pozícióját 

megadó 𝒓 − 𝑹 vektor tetszőleges 

lehet. 

𝑑𝑐𝑖𝑖 𝑑𝑡⁄ : +2 · 𝑓𝑖 · (𝐷𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑖)(𝑟) 
Azonos faj egyedei közti kovariancia megváltozása itt megegyezik 

az egy fajos esetben megadottal. 

𝑑𝑐𝑖𝑗 𝑑𝑡⁄ , 𝑖 ≠ 𝑗: 

(3.2.1/a ábra) 

+𝑓𝑖 · (𝐷𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) 

+𝑓𝑗 · (𝐷𝑗 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) 

A 𝑐𝑖𝑗(𝑟) kovarianciát növeli, ha egy korrelált 𝑖 − 𝑗 egyedpár 𝑖 típusú 

tagja létrehoz egy új 𝑖 típusú egyedet a pár 𝑗 típusú tagjától 𝑟 

távolságban, vagy ha a pár 𝑗 típusú tagja létrehoz egy új 𝑗 típusú 

egyedet a pár 𝑖 típusú tagjától 𝑟 távolságban. 

+2 · 𝑓 · �̅� ∙ 𝐷(𝑟) 

Egy, az adott pozícióban 

véletlenszerűen, �̅� valószínűséggel 

létező egyed utódot hoz létre a saját 

helyétől 𝑟 távolságra, ezáltal kialakul 

egy új egyedpár, ami a 𝑐(𝑟) 

kovarianciát növeli. (Mindegy, hogy 

az így kapott új egyedpár két tagja 

közül melyik volt jelen eredetileg.) 

𝑑𝑐𝑖𝑖 𝑑𝑡⁄ : 

(3.2.1/b ábra) 
+2 · 𝑓𝑖 · �̅�𝑖 ∙ 𝐷𝑖(𝑟) 

Mivel minden egyed csak a saját fajához tartozó utódot hozhat létre, 

azaz egy 𝑖 típusú egyedből csak 𝑖 − 𝑖 egyedpár keletkezhet, így az 

átlagosan jelenlévő egyedek szaporodásából adódó tag csak az 

egyazon fajhoz tartozó egyedek közti 𝑐𝑖𝑖(𝑟) kovarianciát változtatja 

meg. 

3.2.1. táblázat: A kovariancia növekedését eredményező folyamatok
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Az egy fajra 

vonatkozó 

egyenletben 

(𝑑𝑐(𝑟) 𝑑𝑡⁄ ) 

szereplő tag 

Az egy fajra vonatkozó egyenletben 

szereplő tag jelentése 

A két fajra vonatkozó egyenletben szereplő 

megfelelő tag (𝑖, 𝑗 = 1,2) 
A két fajra vonatkozó egyenletben szereplő tag jelentése 

−2𝛼�̅� ∙ (𝑈 ∗ 𝑐)(𝑟) 

Az átlagosan várhatótól eltérően jelen 

lévő (korrelált) egyedpár valamely tagja 

a kompetíció révén elpusztíthat egy, a 

pár másik tagjától 𝑟 távolságban 

átlagosan (�̅� valószínűséggel) létező 

egyedet. Ennek megfelelően egy 

egyeddel korreláltan létező másik egyed 

a kompetíciós hatása révén az átlaghoz 

képest megnöveli annak a 

valószínűségét, hogy a kérdéses 

egyedtől 𝑟 távolságra nincs egyed, 

vagyis ez a hatás egy negatív járulékot 

ad a 𝑐(𝑟) kovarianciához. (A vizsgált 

korrelált egyedpár tagjainak egymáshoz 

viszonyított helyét tetszőleges 𝒓 − 𝑹 

vektor megadhatja, az összes korrelált 

párnak a 𝑐(𝑟) kovarianciára gyakorolt 

hatását összegezni kell: (𝑈 ∗ 𝑐)(|𝒓|) = 

= ∫ 𝑈(|𝑹| ) ∙ 𝑐(|𝒓 − 𝑹|)𝑑𝑹.) 

𝑑𝑐𝑖𝑖 𝑑𝑡⁄ : 
−2 · 𝛼𝑖𝑖 · �̅�𝑖 ∙ (𝑈𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑖)(𝑟) 

−2 · 𝛼𝑖𝑗 · �̅�𝑖 ∙ (𝑈𝑖𝑗 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) 

Az átlagosan jelen lévő 𝑖 típusú egyedekkel való versengés által 

egy adott 𝑖 típusú egyeddel korreláltan létező 𝑖 és 𝑗 típusú 

egyedek egyaránt csökkentik annak a valószínűségét, hogy a 

vizsgált 𝑖 típusú egyedtől 𝑟 távolságra szintén van egy másik 𝑖 
típusú egyed. 

𝑑𝑐𝑖𝑗 𝑑𝑡⁄ , 𝑖 ≠ 𝑗: 

(3.2.2/a ábra) 

−𝛼𝑖𝑖 · �̅�𝑖 ∙ (𝑈𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) 

−𝛼𝑖𝑗 · �̅�𝑖 ∙ (𝑈𝑖𝑗 ∗ 𝑐𝑗𝑗)(𝑟) 

−𝛼𝑗𝑖 · �̅�𝑗 ∙ (𝑈𝑗𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑖)(𝑟) 

−𝛼𝑗𝑗 · �̅�𝑗 ∙ (𝑈𝑗𝑗 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) 

Bármely faj egyedeinek átlagon felüli jelenléte a versengés által 

csökkenti mindkét faj egyedeinek előfordulási valószínűségét az 

átlagoshoz képest. Az első két tag az 𝑖 típusú átlagosan létező 

egyedek pusztulását írja le: ha egy korrelált 𝑖 − 𝑗 egyedpár 𝑖 
típusú tagjának kompetíciós hatása miatt meghal egy, a pár 𝑗 

típusú tagjától 𝑟 távolságban átlagosan jelen lévő 𝑖 típusú egyed, 

vagy ha egy 𝑗 − 𝑗 pár egyik tagjával való versengésből 

kifolyólag meghal egy, a pár másik tagjától 𝑟 távolságban 

átlagosan jelen lévő 𝑖 típusú egyed. A harmadik és a negyedik 

tag pedig a j típusú átlagosan létező egyedek halálozásából 

adódik: ha egy 𝑖 − 𝑖 pár egyik tagjával való versengés miatt 

meghal egy, a pár másik tagjától 𝑟 távolságban átlagosan jelen 

lévő 𝑗 típusú egyed, vagy ha egy korrelált 𝑖 − 𝑗 egyedpár 𝑗 típusú 

tagjával történő kompetíció eredményeként meghal egy, a pár 𝑖 
típusú tagjától 𝑟 távolságban átlagosan jelen lévő j típusú egyed. 

−2 · 𝛼 · �̅�2 · 𝑈(𝑟) 

Két, egymástól 𝑟 távolságra lévő helyen 

véletlenszerűen, �̅�2 valószínűséggel 

egyidejűleg jelen lévő két egyed 

bármelyike meghal a másikkal való 

kompetíció hatására. 

𝑑𝑐𝑖𝑖 𝑑𝑡⁄ : −2 · 𝛼𝑖𝑖 · 𝑛𝑖
2

· 𝑈𝑖𝑖(𝑟) 
Azonos faj egyedei közti kovariancia változás itt megegyezik az 

egy fajos esetben megadottal. 

𝑑𝑐𝑖𝑗 𝑑𝑡⁄ , 𝑖 ≠ 𝑗: 

(3.2.2/b ábra) 

−𝛼𝑖𝑗 · �̅�𝑖 ∙ �̅�𝑗 ∙ 𝑈𝑖𝑗(𝑟) 

−𝛼𝑗𝑖 · �̅�𝑖 ∙ �̅�𝑗 · 𝑈𝑗𝑖(𝑟) 

A 𝑐𝑖𝑗(𝑟) kovariancia kétféleképpen is csökkenhet: ha egy 𝑖 − 𝑗 

egyedpár 𝑖 típusú tagja hal meg a 𝑗 típusú tag miatt, vagy ha egy 

𝑗 típusú egyed hal meg az 𝑖 típusú párjával való versengés 

hatására. 

3.2.2. táblázat: A kovarianciát csökkentő hatások – az átlagosan jelen lévő egyedek halála
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Az egy fajra 

vonatkozó egyenletben 

(𝑑𝑐(𝑟) 𝑑𝑡⁄ ) szereplő 

tag 

Az egy fajra vonatkozó 

egyenletben szereplő tag 

jelentése 

A két fajra vonatkozó egyenletben szereplő 

megfelelő tag (𝑖, 𝑗 = 1,2) 
A két fajra vonatkozó egyenletben szereplő tag jelentése 

−2 · 𝜇 · 𝑐(𝑟) 

Két korrelált egyed bármelyike 

a kompetíciós hatásoktól 

függetlenül meghal. 

𝑑𝑐𝑖𝑖 𝑑𝑡⁄ : −2 · 𝜇𝑖 · 𝑐𝑖𝑖(𝑟) 
Azonos fajhoz tartozó egyedek kovarianciáját mindkét egyed halála 

ugyanúgy változtatja meg. 

𝑑𝑐𝑖𝑗 𝑑𝑡⁄ , 𝑖 ≠ 𝑗: 

(3.2.3/a ábra) 

−𝜇𝑖 · 𝑐𝑖𝑗(𝑟) 

−𝜇𝑗 · 𝑐𝑖𝑗(𝑟) 

Különböző fajhoz tartozó korrelált egyedek kovarianciájának 

megváltozásában a halálozási ráták különbözősége miatt számít, 

hogy az 𝑖 vagy a 𝑗 típusú egyed hal meg. 

−2 · 𝛼 · �̅� ∙ 𝑐(𝑟) 

Egy korrelált (az átlagosan 

várhatótól eltérően jelen lévő) 

egyedpár egyike az átlagosan 

(�̅� valószínűséggel) létező 

egyedek kompetíciós hatása 

miatt meghal. 

𝑑𝑐𝑖𝑖 𝑑𝑡⁄ : 
−2 · 𝛼𝑖𝑖 · �̅�𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑖(𝑟) 

−2 · 𝛼𝑖𝑗 · �̅�𝑗 ∙ 𝑐𝑖𝑖(𝑟) 

Egy korrelált 𝑖 − 𝑖 egyedpár megszűnik, ha a pár bármely tagja 

meghal az 𝑖 vagy a 𝑗 faj egyedeinek átlagos hatásától. 

𝑑𝑐𝑖𝑗 𝑑𝑡⁄ , 𝑖 ≠ 𝑗: 

(3.2.3/b ábra) 

−𝛼𝑖𝑖 · �̅�𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗(𝑟) 

−𝛼𝑖𝑗 · �̅�𝑗 ∙ 𝑐𝑖𝑗(𝑟) 

−𝛼𝑗𝑖 · �̅�𝑖 ∙ 𝑐𝑖𝑗(𝑟) 

−𝛼𝑗𝑗 · �̅�𝑗 ∙ 𝑐𝑖𝑗(𝑟) 

Egy korrelált 𝑖 − 𝑗 egyedpár megszűnik, ha a pár 𝑖 típusú tagja 

meghal az 𝑖 vagy a 𝑗 faj átlagosan jelen lévő egyedeivel való 

versengés miatt, vagy ha a pár 𝑗 típusú tagja hal meg az 𝑖 vagy a 𝑗 faj 

egyedeinek átlagos hatásától. 

3.2.3. táblázat: A kovarianciát csökkentő hatások – az átlagon felül jelen lévő egyedek halála  
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3.2.1. ábra: A kovariancia növekedését eredményező folyamatok két faj jelenlétében. 

Az 𝑖 = 1 indexű fajhoz tartozó egyedek zöld, a 𝑗 = 2 indexű faj tagjai pedig sárga színűek. Az 

átlagos egyedsűrűségből adódóan jelen lévő, illetve az újszülött egyedeket körök jelzik, míg az 

egymással korrelált egyedekhez páronként különböző alakzatok tartoznak. 

 

3.2.2. ábra: A 𝑐12(𝑟) = 𝑐21(𝑟) kovarianciát csökkentő, az átlagosan jelen lévő 𝑖 = 1 típusú 

(zöld) vagy a 𝑗 = 2 indexű fajhoz tartozó (sárga) egyedek halálával járó folyamatok két fajra. 

Az átlagos egyedsűrűségből adódóan jelen lévő egyedeket körök jelzik, míg az egymással 

korrelált egyedekhez páronként különböző alakzatok tartoznak. 

𝑓1𝐷1(𝑟)𝑑𝒓 

𝑓2𝐷2(𝑅)𝑑𝑹 
𝒓 − 𝑹 

𝒓 

𝑹 

𝒓 

𝒓 − 𝑹 
𝑹 

𝑓1𝐷1(𝑅)𝑑𝑹 

a) 

𝑟 

𝑓2𝐷2(𝑟)𝑑𝒓 

𝑟 

b) 

𝛼12𝑈12(𝑅)𝑑𝑹 

𝛼21𝑈21(𝑟)𝑑𝒓 

𝛼12𝑈12(𝑟)𝑑𝒓 

𝛼22𝑈22(𝑅)𝑑𝑹 𝒓 − 𝑹 

𝒓 

𝑹 

𝒓 

𝒓 − 𝑹 
𝑹 

𝛼11𝑈11(𝑅)𝑑𝑹 

a) 

b) 

𝑟 

𝑟 

𝒓 − 𝑹 

𝒓 

𝑹 

𝒓 

𝒓 − 𝑹 
𝑹 

𝛼21𝑈21(𝑅)𝑑𝑹 
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3.2.3. ábra: A 𝑐12(𝑟) = 𝑐21(𝑟) kovarianciát csökkentő, az átlagos egyedsűrűség által leírt 

egyedeken felül jelen lévő egyedek halálával járó folyamatok két faj jelenlétében. 

Az 𝑖 = 1 indexű fajhoz tartozó egyedek zöld, a 𝑗 = 2 indexű faj tagjai pedig sárga színűek. Az 

átlagos egyedsűrűségből adódóan jelen lévő egyedeket körök jelzik, míg az egymással 

korrelált egyedekhez páronként különböző alakzatok tartoznak. 

 

 

3.3. Az egyensúlyi kovariancia 

Egyensúlyban tetszőleges 𝑟 ≠ 0 esetén 𝑑𝑐𝑖𝑗(𝑟) 𝑑𝑡⁄ = 0. A (3.2.4) differenciálegyenlet 𝐹 darab 

fajra érvényes alakjának bal oldalát nullává téve, majd a kovarianciát tartalmazó tagokat egy 

oldalra gyűjtve a (3.3.1) egyenlőségre jutunk. A (3.3.1) egyenlet mindkét oldalán Fourier-

transzformációt végrehajtva a (3.3.2) összefüggés adódik. 

 [𝜇𝑖 + 𝜇𝑗] ∙ 𝑐𝑖𝑗(𝑟) − 𝑓𝑖 · (𝐷𝑖 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) − 𝑓𝑗 · (𝐷𝑗 ∗ 𝑐𝑖𝑗)(𝑟) + 

 + ∑ [𝛼𝑖𝑘�̅�𝑘 + 𝛼𝑗𝑘�̅�𝑘] · 𝑐𝑖𝑗(𝑟)𝐹
𝑘=1 + ∑ [𝛼𝑖𝑘�̅�𝑖 ∙ (𝑈𝑖𝑘 ∗ 𝑐𝑗𝑘)(𝑟) + 𝛼𝑗𝑘�̅�𝑗 ∙ (𝑈𝑗𝑘 ∗ 𝑐𝑖𝑘)(𝑟)]𝐹

𝑘=1 = 

 = 𝛿𝑖𝑗 ∙ 2 · 𝑓𝑖 · �̅�𝑖 ∙ 𝐷𝑖(𝑟) − [𝛼𝑖𝑗 ∙ 𝑈𝑖𝑗(𝑟) + 𝛼𝑗𝑖 · 𝑈𝑗𝑖(𝑟)] · �̅�𝑖 ∙ �̅�𝑗 

(3.3.1) 

 

𝜇1 

𝜇2 

a) 
𝑟 

𝑟 

𝛼21𝑈21(𝑅)𝑑𝑹 𝛼22𝑈22(𝑅)𝑑𝑹 𝑟 𝑅 

𝑟 
𝑅 

𝛼11𝑈11(𝑅)𝑑𝑹 

b) 

𝑟 𝑅 

𝑟 
𝑅 

𝛼12𝑈12(𝑅)𝑑𝑹 
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 [𝜇𝑖 + 𝜇𝑗] ∙ �̃�𝑖𝑗 − [𝑓𝑖 · �̃�𝑖 + 𝑓𝑗 · �̃�𝑗] ∙ �̃�𝑖𝑗 + 

 + ∑ [𝛼𝑖𝑘 · �̅�𝑘 + 𝛼𝑗𝑘 · �̅�𝑘] · �̃�𝑖𝑗
𝐹
𝑘=1 + ∑ [𝛼𝑖𝑘 · �̅�𝑖 ∙ �̃�𝑖𝑘 ∙ �̃�𝑗𝑘 + 𝛼𝑗𝑘 · �̅�𝑗 ∙ �̃�𝑗𝑘 ∙ �̃�𝑖𝑘]𝐹

𝑘=1 = 

 = 𝛿𝑖𝑗 ∙ 2 · 𝑓𝑖 · �̅�𝑖 ∙ �̃�𝑖 − [𝛼𝑖𝑗 ∙ �̃�𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖 · �̃�𝑗𝑖] · �̅�𝑖 ∙ �̅�𝑗 

(3.3.2) 

A (3.3.2) egyenletből egy konkrét 𝐹 fajszám esetén egy adott 𝑖 − 𝑗 indexpárra átrendezéssel és 

inverz Fourier-transzformációval már kifejezhető a keresett �̂�𝑖𝑗(𝑟) egyensúlyi kovariancia. Két 

faj együttélésekor (𝐹 = 2; 𝑖, 𝑗 = 1,2) a (3.3.2) összefüggés a (3.3.3) alakot ölti. 

 [𝜇𝑖 + 𝜇𝑗] ∙ �̃�𝑖𝑗 − [𝑓𝑖 · �̃�𝑖 + 𝑓𝑗 · �̃�𝑗] ∙ �̃�𝑖𝑗 + [𝛼𝑖1 · �̅�1 + 𝛼𝑖2 · �̅�2 + 𝛼𝑗1 · �̅�1 + 𝛼𝑗2 · �̅�2] · �̃�𝑖𝑗 + 

 +𝛼𝑖1 · �̅�𝑖 ∙ �̃�𝑖1 ∙ �̃�𝑗1 + 𝛼𝑖2 · �̅�𝑖 ∙ �̃�𝑖2 ∙ �̃�𝑗2 + 𝛼𝑗1 · �̅�𝑗 ∙ �̃�𝑗1 ∙ �̃�𝑖1 + 𝛼𝑗2 · �̅�𝑗 ∙ �̃�𝑗2 ∙ �̃�𝑖2 = 

 = 𝛿𝑖𝑗 ∙ 2 · 𝑓𝑖 · �̅�𝑖 ∙ �̃�𝑖 − [𝛼𝑖𝑗 ∙ �̃�𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖 · �̃�𝑗𝑖] · �̅�𝑖 ∙ �̅�𝑗 

(3.3.3) 

Az 𝑖 = 𝑗 = 1 indexeket behelyettesítve a (3.3.3) egyenletbe a (3.3.4) egyenlőséget kapjuk, ami 

alapján az első faj egyedei közti kapcsolatot jellemző �̂�11(𝑟) egyensúlyi kovariancia a (3.3.5) 

képlettel írható fel. 

 2 · 𝜇1 ∙ �̃�11 − 2 · 𝑓1 · �̃�1 ∙ �̃�11 + [2 · 𝛼11 · �̅�1 + 2 · 𝛼12 · �̅�2] · �̃�11 + 

 +2 · 𝛼11 · �̅�1 ∙ �̃�11 ∙ �̃�11 + 2 · 𝛼12 · �̅�1 ∙ �̃�12 ∙ �̃�12 = 

 = 2 · 𝑓1 · �̅�1 ∙ �̃�1 − 2 ∙ 𝛼11 ∙ �̃�11 · 𝑛1
2
 

(3.3.4) 

 �̂�11(𝑟) = FT−1 [
𝑓1·�̅�1∙�̃�1−𝛼11∙�̃�11·𝑛1

2
−𝛼12·�̅�1∙�̃�12∙𝑐1̃2

𝜇1−𝑓1·�̃�1+𝛼11·�̅�1+𝛼12·�̅�2+𝛼11·�̅�1∙�̃�11
] (3.3.5) 

A második faj egyedei közti kovarianciát megadó 𝑖 = 𝑗 = 2 esetben a (3.3.3) egyenlőségből a 

(3.3.6) egyenletet kapjuk, ami alapján a �̂�22(𝑟) egyensúlyi kovarianciára a (3.3.7) képlet 

érvényes. 

 2 · 𝜇2 ∙ �̃�22 − 2 · 𝑓2 · �̃�2 ∙ �̃�22 + [2 · 𝛼21 · �̅�1 + 2 · 𝛼22 · �̅�2] · �̃�22 + 

 +2 · 𝛼21 · �̅�2 ∙ �̃�21 ∙ �̃�21 + 2 · 𝛼22 · �̅�2 ∙ �̃�22 ∙ �̃�22 = 

 = 2 · 𝑓2 · �̅�2 ∙ �̃�2 − 2 · 𝛼22 ∙ �̃�22 · 𝑛2
2
 

(3.3.6) 

 �̂�22(𝑟) = FT−1 [
𝑓2·�̅�2∙�̃�2−𝛼22∙�̃�22·𝑛2

2
−𝛼21·�̅�2∙�̃�21∙𝑐2̃1

𝜇2−𝑓2·�̃�2+𝛼21·�̅�1+𝛼22·�̅�2+𝛼21·�̅�2∙�̃�21
] (3.3.7) 

A különböző fajok közötti korrelációt leíró 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, avagy 𝑖 = 2, 𝑗 = 1 esetben a (3.3.3) 

egyenletből a (3.3.8) egyenlőség adódik, amelynek átrendezése és inverz Fourier-
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transzformálása után a keresett �̂�12(𝑟) = �̂�21(𝑟) egyensúlyi kovarianciára a (3.3.9) képletet 

kapjuk. 

 [𝜇1 + 𝜇2] ∙ �̃�12 − [𝑓1 · �̃�1 + 𝑓2 · �̃�2] ∙ �̃�12 + [𝛼11 · �̅�1 + 𝛼12 · �̅�2 + 𝛼21 · �̅�1 + 𝛼22 · �̅�2] · �̃�12 + 

 +𝛼11 · �̅�1 ∙ �̃�11 ∙ �̃�21 + 𝛼12 · �̅�1 ∙ �̃�12 ∙ �̃�22 + 𝛼21 · �̅�2 ∙ �̃�21 ∙ �̃�11 + 𝛼22 · �̅�2 ∙ �̃�22 ∙ �̃�12 = 

 = −[𝛼12 ∙ �̃�12 + 𝛼21 · �̃�21] · �̅�1 ∙ �̅�2 

(3.3.8) 

 �̂�12(𝑟) = FT−1
[

−(𝛼12∙�̃�12+𝛼21·�̃�21)·�̅�1∙�̅�2−𝛼12·�̅�1∙�̃�12∙�̃�22−𝛼21·�̅�2∙�̃�21∙�̃�11

𝜇1+𝜇2−𝑓1·�̃�1−𝑓2·�̃�2+(𝛼11+𝛼21)·�̅�1+(𝛼12+𝛼22)·�̅�2+𝛼11·�̅�1∙�̃�11+𝛼22·�̅�2∙�̃�22
] (3.3.9) 

A �̂�11(𝑟), �̂�12(𝑟) = �̂�21(𝑟) és �̂�22(𝑟) egyensúlyi kovarianciák a (3.3.5), a (3.3.7) és a (3.3.9) 

egyenletekből képezett egyenletrendszer megoldásával expliciten is kifejezhetőek. 

 

 

 

4. Szimulációs eredmények 

A 2. és 3. fejezetben bemutatott modell kapcsán levezetett összefüggések ellenőrzése céljából 

készítettem egy MATLAB programot a vizsgált modell szerint működő rendszerek 

szimulálására. Az alábbi fejezet ennek működését, valamint a kapott eredményeket mutatja be. 

A vizsgálatok tárgyát elsősorban az egyensúlyi egyedszámok képezték. Átlagtér-közelítésben 

visszaadta a szimuláció az elméletből várt eredményeket, továbbá az egyensúlyi egyedszámnak 

a korlátozott terjedés hatására bekövetkező csökkenését is sikerült kimutatni. 

 

4.1. A program működése 

A program az egyedek véletlenszerű születésének és halálozásának sorozatából felépülő 

sztochasztikus folyamatot szimulálja. A program folyamatábrája a 4.1.1. ábrán látható. 

A programban az élőhelyül szolgáló négyzetrácsot egy 𝑚 × 𝑚-es 𝑅 mátrix reprezentálja, 

melyben az 1. faj egyedeinek helyén 1-es, a 2. típusú egyedek pozícióinál pedig 2-es szerepel. 

Fontos megjegyezni, hogy egy cellában maximum egy egyed lehet jelen. Ha egy cellában nincs 

egyed, akkor az itteni mátrixelem 0. A kiindulási állapotban a kezdeti feltételként megadott 

𝑁1(0) és 𝑁2(0) egyedszámokkal rendelkező populációk egyenletesen oszlanak el az élőhelyet 

jelentő, összesen 𝑚2 darab cellából álló négyzetrácson. 
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4.1.1. ábra: A szimuláció folyamatábrája

Egyenletes eloszlással 

kiválasztunk egy 1. 

típusú egyedet 

szülőnek. 

Rács (𝑅 mátrix) létrehozása 

𝑡 = 0, 𝑞 = 1 

A lehetséges eseményekhez tartozó 

aktuális valószínűségek kiszámítása. 
(Ehhez szükséges az egyes egyedekre 

vonatkozó kompetíció miatti 

halálozási rátákat tartalmazó 𝐾 mátrix 

felírása.) 

Δ𝑡 kiszámítása az 

események akutális rátáiból 

𝑒 = rand 

𝑒 < 𝑝sz1 

𝑒 < 𝑝sz1 + 𝑝sz2 

Kisorsoljuk az utódnak 

a szülőtől vett 𝑟 

távolságát a 𝐷1(𝑟) 

sűrűségfüggvény 

szerint és a szaporodási 

irányt egyenletes 

eloszlásnak 

megfelelően. 

Egyenletes eloszlással 

kiválasztunk egy 2. 

típusú egyedet 

szülőnek. 

Kisorsoljuk az utódnak 

a szülőtől vett 𝑟 

távolságát a 𝐷2(𝑟) 

sűrűségfüggvény 

szerint és a szaporodási 

irányt egyenletes 

eloszlásnak 

megfelelően. 

Üres az utód 

számára kisorsolt 

hely 
igen 

igen 

nem 

igen 

Új 1. típusú egyed 

létrehozása a kisorsolt 

cellában (az 𝑅 mátrix 

módosítása). 

𝑡 = 𝑡 + Δ𝑡 

𝑞 = 𝑞 + 1 

nem 

𝑞 < maximális 

lépésszám 

igen 

nem 

Szimuláció vége 

Üres az utód 

számára kisorsolt 

hely 

igen 

Új 2. típusú egyed 

létrehozása a kisorsolt 

cellában (az 𝑅 mátrix 

módosítása). 

nem 

𝑒 < 𝑝sz1 + 𝑝sz2 + 𝑝h1 
Egyenletes eloszlással 

kiválasztunk egy 1. 

típusú egyedet. 

A kisorsolt egyed 

elpusztul (az 𝑅 

mátrixban a helyére 0 

kerül). 

igen 

nem 

Egyenletes eloszlással 

kiválasztunk egy 2. 

típusú egyedet. 

A kisorsolt egyed 

elpusztul (az 𝑅 

mátrixban a helyére 0 

kerül). 

igen 
𝑒 < 𝑝sz1 + 𝑝sz2 + 𝑝h1 + 𝑝h2 

nem 

nem 
Az egyes egyedekre vonatkozó kompetíciós halálozási 

ráták alapján kisorsolunk egy egyedet, ez a versengés miatt 

elpusztul (az 𝑅 mátrixban a helyére 0 kerül). 
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Egy esemény valószínűsége az adott eseményre jellemző rátának az összes lehetséges esemény 

rátájának 𝑟ossz összegével képezett hányadosa. Ez alapján kifejezhetőek a különböző 

események valószínűségei a 2. és a 3. fejezetben vizsgált modell paramétereivel. A (4.1.1) 

összefüggéssel adható meg annak a 𝑝sz𝑖 valószínűsége, hogy az adott lépésben egy új 𝑖 típusú 

(𝑖 = 1,2) egyed születik, egy 𝑖 típusú egyed „spontán” halála pedig a (4.1.2) képlet alapján 

számított 𝑝h𝑖 valószínűséggel következik be. Ezek felírásánál kihasználtuk, hogy mivel 𝑓𝑖 és 𝜇𝑖 

az 𝑖-edik faj egyetlen egyedére vonatkoztatott születési és halálozási ráta, így az 𝑖-edik faj 

összes, vagyis 𝑁𝑖 darab egyedére vonatkozó megfelelő ráták ezeknek az 𝑁𝑖-szeresei. 

 𝑝sz𝑖 =
𝑁𝑖·𝑓𝑖

𝑟ossz
 (4.1.1) 

 𝑝h𝑖 =
𝑁𝑖·𝜇𝑖

𝑟ossz
 (4.1.2) 

Ezeknél bonyolultabban számítható a kompetíciós halálozás valószínűsége, hiszen ez már az 

egyedek aktuális elhelyezkedésétől is függ, nem csak a teljes létszámtól. Egy 𝑖 típusú (𝑖 = 1,2) 

egyednek egy tőle 𝑟 távolságra lévő 𝑗 típusú (𝑗 = 1,2) egyed által okozott kompetíciós 

halálozási rátája a (2.1.5) egyenlet két fajra történő általánosítása alapján – kihasználva, hogy 

az egyes cellákban egy-egy egyed van – 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟) alakban írható fel. Egy egyed teljes 

kompetíciós halálozási rátája az összes többi egyed esetén kiszámított 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟) értékek 

összege. Ezeket teljes kompetíciós halálozási rátákat minden egyes cellára egy 𝐾 mátrixban 

tárolja a program. (Ha egy cellában nincs egyed, akkor 𝐾 azon eleme 0.) A 𝐾 mátrix a 

szimuláció során lépésről-lépésre változik, de a gyorsabb működés érdekében a program mindig 

számontartja az előző lépésben kapott 𝐾 mátrixot is, és az 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟) ráták összegzését nem 

végzi el minden lépésben újra, csupán az éppen bekövetkezett változásnak – egy egyed 

születésének vagy halálozásának – megfelelően módosítja az előző lépésben érvényes 𝐾 

mátrixot. Új egyed születésekor 𝐾 minden eleméhez hozzá kell adni egy 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟) tagot és 

az új egyed cellájában kiszámítani a többi egyed összhatását, egy egyed elhalálozásakor pedig 

ennek cellájában 𝐾 értéke 0-ra vált és a megfelelő 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟) értékkel csökkenteni kell 𝐾 többi 

elemét.  

Annak a valószínűsége, hogy egy szimulációs lépésben valamelyik egyed kompetíció miatti 

halála fog bekövetkezni, a 𝐾 mátrix összes elemének az összege. Ennek megfelelően a 

kompetíciós halál 𝑝kh valószínűségét a (4.1.3) kifejezés adja meg. Az itt szereplő mindkét 

összegzés az 𝑅 rácson pillanatnyilag helyet foglaló összes egyeden végigmegy. A (4.1.1), a 
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(4.1.2) és a (4.1.3) képletekről összességében már leolvasható, hogy két faj jelenlétében az 𝑟ossz 

rátaösszeget a (4.1.4) egyenlőség írja le. 

 𝑝kh =
∑ ∑ 𝛼𝑖𝑗·𝑈𝑖𝑗(𝑟)

𝑟ossz
 (4.1.3) 

 𝑟ossz = 𝑁1 · (𝑓1 + 𝜇1) + 𝑁2 · (𝑓2 + 𝜇2) + ∑ ∑ 𝛼𝑖𝑗 · 𝑈𝑖𝑗(𝑟) (4.1.4) 

A lehetséges események (születés, „spontán” halál, kompetíciós halál) valószínűségeinek 

kiszámítása után a program kisorsolja az események valamelyikét, végrehajtja az ennek 

megfelelő változtatást a rács 𝑅 mátrixán és lépteti az időt 𝑑𝑡 = 1/𝑟ossz értékkel. A következő 

részek az egyes események végrehajtását taglalják, valamint a 𝐷(𝑟) és az 𝑈(𝑟) 

sűrűségfüggvény alkalmazása is részletezésre kerül. 

„Spontán” halál 

Ha az 𝑖-edik faj egy egyedének kompetíciós hatásoktól független elhalálozását sorsolta a 

program, akkor egyszerűen csak meg kell keresni az 𝑖 típusú egyedeket tartalmazó cellák 

indexeit az 𝑅 rácson, majd ezek közül egyenletes eloszlással kisorsolni egyet, és a kiválasztott 

mátrixelem értékét 𝑖-ről 0-ra átírni. 

Halál a kompetíció miatt 

Ha a sorsolás alapján egy egyed kompetíció miatti elhalálozása következik be, akkor az 

egyedenkénti kompetíciós halálozási ráták ismeretében lehet kiválasztani, hogy melyik egyed 

pusztul el. Annak a valószínűségét, hogy az 𝑅(𝑘, 𝑙) cella egyede hal meg – már tudván, hogy 

kompetíciós halál következik be – a (4.1.5) összefüggéssel írhatjuk fel. Itt az első lépésben a 

feltételes valószínűség definíciója szerepel, a második lépésben pedig a 𝐾 mátrix definícióját 

(az egyes cellákban érvényes kompetíciós halálozási rátákat tartalmazza) és a (4.1.3) képletet 

használtuk fel. A program minden egyedre kiszámítja ezt az értéket, majd ezeknek megfelelő 

eloszlással kisorsolja az egyik egyedet, amelynek helyére az 𝑅 mátrixban 0-t ír be. 

 𝑝(𝑅(𝑘, 𝑙) hal meg | kompetíciós halál van) =
𝑝(𝑅(𝑘,𝑙) kompetíció miatt meghal)

𝑝𝑘ℎ
= 

 =
𝐾(𝑘,𝑙)/𝑟ossz

∑ ∑ 𝛼𝑖𝑗·𝑈𝑖𝑗(𝑟) 𝑟ossz⁄
=

𝐾(𝑘,𝑙)

∑ ∑ 𝛼𝑖𝑗·𝑈𝑖𝑗(𝑟)
 

(4.1.5) 

Új egyed születése 

Ha egy 𝑖 típusú új egyed születését választotta a program, akkor az 𝑖 típusú egyedek közül 

egyenletes eloszlással kiválaszt egyet szülőnek, majd ezen egyed cellájának középpontját az 
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origónak tekintve a 𝐷(𝑟) diszperziós sűrűségfüggvénynek megfelelően kisorsolja az utód 

pozícióját. Ha az utód számára kisorsolt cella már foglalt, akkor nem következik be esemény, 

ha viszont üres, akkor az 𝑅 rácsban az itt szereplő 0 helyére 𝑖 kerül. 

A kompetíciós és a diszperziós sűrűségfüggvény szerepe 

Mindkét függvény szempontjából kétféle esetet valósítottam meg: az átlagtér-közelítésnek 

megfelelőt, amikor a kompetíció és a diszperzió a távolságtól független, vagyis konstans 

sűrűségfüggvénnyel írható le, valamint szükség volt egy, az egyedek közti interakciók 

lokalizációjával összhangban lévő, az egyedek közötti 𝑟 távolsággal lecsengő sűrűségfüggvény 

esetének vizsgálatára is. Mindkét esetben alapvető követelmény a sűrűségfüggvények (4.1.6), 

illetve (4.1.7) képlettel (korábban (2.1.15) egyenletek), a teljes térre kiterjedő integrállal vagy 

az összes cellára vonatkozó összegzéssel felírható normáltsága. 

 ∫ 𝐷(|𝒛|)𝑑𝒛 = 1 vagy ∑ 𝐷(|𝒛|)𝒛 =
1

ℎ
 (4.1.6) 

 ∫ 𝑈(|𝒛|)𝑑𝒛 = 1 vagy ∑ 𝑈(|𝒛|)𝒛 =
1

ℎ
 (4.1.7) 

Átlagtér-közelítésben az 𝑈(𝑟) kompetíciós sűrűségfüggvény a (4.1.7) normálási feltétel alapján 

𝑚2 darab, egyenként ℎ területű cellából álló rácsnál a (4.1.8) alakot ölti. Az új egyedek 

születésénél pedig a diszperziós sűrűség állandósága egyszerűen annyit jelent, hogy az utódok 

pozíciójának sorsolásakor egyenletes eloszlással választunk egyet az 𝑅 rács 𝑚2 darab cellája 

közül. A konstans sűrűségfüggvény által jellemzett folyamatoknál a program zárt 

határfeltétellel dolgozik. 

 ∑ 𝑈(|𝒛|)𝒛 = 𝑚2 · 𝑈 ≔
1

ℎ
 𝑈(𝑟) ≡ 𝑈 =

1

𝑚2·ℎ
 (4.1.8) 

A lecsengő sűrűségfüggvénynek az egyszerűség kedvéért a normális eloszlás 

sűrűségfüggvényét választottuk. A Gauss-görbe Fourier-transzformáltja ugyanis szintén Gauss-

görbe, ami az egyensúlyi kovarianciák számításakor ((2.3.6), valamint (3.3.5), (3.3.7) és (3.3.9) 

kifejezések) könnyebbséget jelenthet. A rács mérete azonban véges, így a Gauss-görbe 

végtelenben lecsengő (4.1.9) formája nem megfelelő a számunka. Ehelyett a 4.1.2. ábrán 

bemutatott levágott szélű fél Gauss-függvényekkel dolgozunk. Ha ezt az átlagtér-közelítéstől 

eltérő esetet választjuk, akkor periodikus határfeltételt alkalmaz a program a rács véges 

méretéből fakadó hibák csökkentése érdekében. Az 𝑈(𝑟) és a 𝐷(𝑟) függvények levágása a 

teljes rács oldalhosszának felénél, vagyis 𝑟 = 𝑚 · 𝐿/2 távolságnál van, ahol 𝐿 = √ℎ az egyes 

cellák oldalhossza. Ennek a választásnak az oka, hogy így érhető el, hogy a periodikus 
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határfeltétel alkalmazásakor minden egyednél az összes többi egyedet maximum egyszer 

vegyük figyelembe szomszédként és egy egyed hatását ne érvényesítsük többször. 

 𝑓(𝑟) =
1

√2𝜋𝜎2
∙ 𝑒

−
𝑟2

2𝜎2 (4.1.9) 

 

4.1.2. ábra: Az átlagtér-közelítéstől való eltérés vizsgálatakor alkalmazott 1-re normált, 

levágott szélű normális eloszlást leíró sűrűségfüggvények néhány különböző 𝜎 szórás mellett. 

A szimulációk során alkalmazott ℎ = 0.01 hosszegység2 területű, 𝐿 = 0.1 hosszegység 

oldalhosszúságú cellákból álló 50 × 50-es rács esetén a levágás 𝑟 = 50 · 0.1/2 = 2.5 

hosszegységnél található. 

A 𝜎𝑈 szórású kompetíciós sűrűségfüggvényt normáló 𝑘norm konstans kiszámítását folytonos 

tér esetén az erf(𝑥) Gauss-féle hibafüggvénnyel tehetjük meg a (4.1.10) képlet alapján. 

Diszkrét cellákból álló rácsra a szimuláció legelején a még nem normált, levágott szélű fél 

Gauss-görbének megfelelő 𝑈𝑖𝑗(𝑟) függvény felhasználásával egy tetszőleges – például az 

𝑅(1,1) – cella középpontjába helyezett origó mellett meg kell határozni a (4.1.11) kifejezéssel 

megadott 𝑘norm konstanst, és a későbbiekben a 𝐾 mátrix elemeinek számításakor 𝑈𝑖𝑗(𝑟) 

helyébe már az ezzel normált levágott szélű Gauss-függvény értékét kell beírni. A (4.1.11) 

képletben szereplő 𝑟ckp egy adott cella középpontjának az origótól vett távolságát jelöli. 

 𝑘norm =
1

2
· erf (

𝑚∙𝐿

√2𝜎𝑈∙2
) (4.1.10) 

 𝑘norm = ∑ 𝑈𝑖𝑗(𝑟ckp)minden cellára · ℎ (4.1.11) 
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Az egyedeket mindig a cellájuk középpontjába képzeljük. Az 𝑅(𝑠, 𝑜) cellában lévő egyed 

pozíciója így a cellák 𝐿 oldalhosszának ismeretében a (4.1.12) összefüggés alapján átváltható 

𝑥 és 𝑦 Descartes-féle koordinátákra, amelyek ismeretében az 𝑅(𝑠origó, 𝑜origó) cellától vett 𝑟 

távolság már egyszerűen adódik. A periodikus határfeltétel miatt egy (𝑥, 𝑦) pozíciójú egyedet 

figyelembe kell még venni az (𝑥 − 𝑚 ∙ 𝐿, 𝑦 − 𝑚 ∙ 𝐿), (𝑥 − 𝑚 ∙ 𝐿, 𝑦), (𝑥 − 𝑚 ∙ 𝐿, 𝑦 + 𝑚 ∙ 𝐿), 

(𝑥, 𝑦 + 𝑚 ∙ 𝐿), (𝑥 + 𝑚 ∙ 𝐿, 𝑦 + 𝑚 ∙ 𝐿), (𝑥 + 𝑚 ∙ 𝐿, 𝑦), (𝑥 + 𝑚 ∙ 𝐿, 𝑦 − 𝑚 ∙ 𝐿) és (𝑥, 𝑦 − 𝑚 ∙ 𝐿) 

koordinátájú helyeken is. 

 (𝑥, 𝑦) = ((𝑜 − 𝑜origó) ∙ 𝐿, (𝑠origó − 𝑠) ∙ 𝐿) 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 (4.1.12) 

Az átlagtér-közelítéstől való eltérés vizsgálatánál az új egyedek születésekor az utódok helyét 

izotrop iránysorsolással kell kiválasztani úgy, hogy az egyedek szülőtől vett távolságának 

sűrűségfüggvénye a 𝐷(𝑟) levágott szélű, normált Gauss-görbe legyen. Ennek megvalósításához 

0 várható értékű, 𝜎𝐷 szórású normális eloszlás szerint sorsolunk egy 𝑥 és egy 𝑦 koordinátát, 

melyeket a szülő cellájának középpontjába rögzített origó mellett értelmezünk. Az így kapott 

véletlen pozíciók origótól mért 𝑟 távolsága a (4.1.13) levezetés alapján szintén normális 

eloszlású. Ha 𝑚 ∙ 𝐿/2 < √𝑥2 + 𝑦2 adódott, azaz a sorsolt távolság a 𝐷(𝑟) függvény levágott 

szakaszára esik, akkor egyszerűen új 𝑥 − 𝑦 koordinátapárt sorsolunk. Az így kapott 

koordinátákat átváltva az 𝑅 mátrix megfelelő cellaindexeire megkapjuk az utód számára 

kiválasztott cellát, melynek betöltetlensége esetén létre is jön az új egyed. 

 
1

√2𝜋𝜎2
∙ 𝑒

−
𝑥2

2𝜎2 ∙
1

√2𝜋𝜎2
∙ 𝑒

−
𝑦2

2𝜎2 =
1

2𝜋𝜎2 · 𝑒
−

𝑥2+𝑦2

2𝜎2 =
1

2𝜋𝜎2 · 𝑒
−

𝑟2

2𝜎2 (4.1.13) 

 

4.2. Egyensúlyi egyedszámok átlagtér-közelítésben 

A 2.1. fejezet taglalta egy egyedül jelen lévő faj �̅� átlagos egyedsűrűségének időbeli változását 

leíró (4.2.1) differenciálegyenlet (korábban (2.1.26) egyenlet) levezetését. Átlagtér-

közelítésben az egyedek korrelálatlanok, így a sík különböző pontjai közötti kovarianciát 

megadó 𝑐(𝑟) függvény konstans 0 értéket vesz fel. Ezt kihasználva az �̅�𝑒 egyensúlyi 

egyedszámot a (4.2.2) egyenlet adja meg. Ebből – az �̅�e = 0 megoldáson kívül – átrendezés 

után a (4.2.3) képlettel megadott értékre jutunk. Természetesen az �̅�e = 0 megoldás is 

egyensúlyi pontja a rendszernek, hiszen 0-ról indulva 0 is marad a populáció létszáma, de ez 

az eset számunkra érdektelen. A szimulációban a populáció teljes létszámának időfejlődését 

követjük nyomon, erre vonatkozóan az elmélet alapján várt 𝑁eq
elm egyensúlyi értéket ℎ 

cellaterület és 𝑚 × 𝑚 darab cella esetén a (4.2.4) kifejezés adja meg. 
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𝑑�̅�

dt
= �̅� · [𝑓 − 𝜇 − 𝛼 · 𝑈(0) − 𝛼 · �̅�] − 𝛼 · 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐(𝑟)  · 𝑈(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟

∞

0
 (4.2.1) 

 0 = �̅�e · [𝑓 − 𝜇 − 𝛼 · 𝑈(0) − 𝛼 · �̅�e] (4.2.2) 

 �̅�e =
𝑓−𝜇−𝛼·𝑈(0)

𝛼
 (4.2.3) 

 𝑁eq
elm = 𝑚2 · ℎ ·

𝑓−𝜇−𝛼·𝑈(0)

𝛼
 (4.2.4) 

A szimulációk során a folyamat sztochasztikus jellegének megfelelően a populáció létszáma 

folyamatosan ingadozott, azonban idővel a fluktuációk egy adott egyensúlyi érték köré álltak 

be. A mért 𝑁eq
szim egyensúlyi egyedszámot a beállást követő szakaszon kapott 𝑁(𝑡) értékek 

átlaga adta. Az egyensúlyinak tekintett szakaszt mindig az adott 𝑁(𝑡) grafikon alapján jelöltem 

ki, azon a részen, ahol már csak a véletlen fluktuációk voltak jelen. Az egyensúlyinak ítélt 

szakaszhoz tartozó egyes egyedszámok 𝜎1mérés korrigált empirikus szórását 𝑝 darab mérési 

pont (𝑝 db különböző 𝑡 időpontban vett 𝑁(𝑡) érték) átlagolása esetén a (4.2.5) képlet alapján 

számította a program, az 𝑁eq
szim egyensúlyi érték 𝜎átlag hibáját pedig a (4.2.6) összefüggés adja 

meg. 

 𝜎1mérés = √
1

𝑝−1
∙ ∑ (𝑁𝑝 − 𝑁eq

szim)
2𝑝

𝑖=1  (4.2.5) 

 𝜎átlag =
𝜎1mérés

√𝑝
 (4.2.6) 

Két különböző 𝑁(0) kezdeti egyedszámról indított futtatás eredményét mutatja a 4.2.1. és a 

4.2.2. ábra. Ezeken már látszik, hogy a rendszer állapota tetszőleges (nem túl kicsi) 

egyedszámról ugyanoda, méghozzá a számítások alapján várt egyensúlyba tart. Kisebb, a 

fluktuációk nagyságával összemérhető egyedszámoknál előfordulhat viszont, hogy a véletlen 

ingadozások során a populáció kihal. 
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4.2.1. ábra: A populáció teljes létszámának időbeli változása a mért és az elméleti egyensúlyi 

egyedszám, valamint a futtatáskor beállított paraméterek feltüntetésével. Magas kezdeti 

egyedszámról indulva is viszonylag gyorsan beáll az egyensúly. 

Az egyensúlyi egyedszám (4.2.4) elméleti értékét elvileg pontosabban visszakaphatjuk, ha 

növeljük a szimulációs lépések számát és több 𝑁(𝑡) értéket átlagolunk össze az egyensúlyi 

állapotban. A 4.2.2. ábrán feltüntetett paraméterek mellett 2002000 lépést elvégezve és az 

utolsó 2000000 lépésben kapott egyedszámokat összeátlagolva az egyensúlyi egyedszámra 

𝑁eq
szim = 48.6 ± 0.01 adódott, ami a 4.2.2. ábra mérésével megegyezően 0.4-del tér el a várt 

𝑁eq
elm = 49 egyedtől, tehát a lépésszám növelése egy bizonyos ponton túl már nem eredményez 

jelentős javulást a mérésben. Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy az egyensúlyi állapot a 

hosszú futtatás alapján valóban stabilnak mondható és tartósan fennmarad. 
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4.2.2. ábra: A populáció teljes létszámának időbeli változása a mért és az elméleti egyensúlyi 

egyedszám, valamint a futtatáskor beállított paraméterek feltüntetésével. Alacsony kezdeti 

egyedszámról indulva is a várt egyensúlyi állapotba tart a rendszer. 

Általában megfigyelhető volt – illetve a 4.2.1. és a 4.2.2. ábrán szereplő mért egyensúlyi 

egyedszámokból is látszik –, hogy bár az összes futásnál beállt a rendszer egy egyensúlyi 

állapotba, méghozzá az elméleti értékhez közel, de az egyes futások alkalmával jellemzően 

különböző egyensúlyi egyedszámokat mért a program. Ez a jelenség a vizsgált rács véges 

méretéből fakad, nem túl nagy rácsoknál ugyanis a rendszer beragadhat egy-egy, a tényleges 

egyensúlyhoz közeli állapotba. A futásidő jelentős megnövekedése miatt azonban 50 × 50-

esnél nagyobb rácsot nem vizsgáltam, így a hiba kiküszöbölése érdekében inkább 

megkíséreltem az egyensúlyi egyedszámot több azonos paraméterű futás egyensúlyi 

szakaszainak kiátlagolásával meghatározni. 

Mivel az egyes szimulációs lépésekhez tartozó időlépés mindig az aktuális halálozási és 

születési ráták összegétől függ, így a különböző futtatások során kapott 𝑁(𝑡) görbék nem 

ugyanazoknál a 𝑡 értékeknél adják meg a populáció létszámát. Az egyensúlyi állapot viszont 

egy időtől független, állandósult állapot, így az egyensúlyi egyedszám becslésekor nem számít, 

hogy az összeátlagolt egyedszámok melyik időponthoz tartoztak. Az egyensúlyi állapot elérése 

után az egyes szimulációs lépésekben kiátlagolva a különböző futásoknak az adott lépéshez 

tartozó egyedszámait a korábbiaknál kevésbé fluktuáló, kisebb kiugrásokkal rendelkező 
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grafikont kapunk. Ennek az 𝑁fátl(lépésszám) görbének a szimulációs lépésekre vett átlagaként 

számítva az egyensúlyi egyedszámot csökkenthető az egyes futások egyensúlyi állapota közti 

eltérésből korábban adódó hiba. Egy ilyen mérést mutat be a 4.2.3. ábra. Erről leolvasható, hogy 

ezzel a módszerrel 𝑁eq
szim = 48.7 ± 0.01 lett a mért egyensúlyi egyedszám, ami csak 0.1-del 

közelíti jobban az 𝑁eq
elm = 49 értéket a fenti méréseknél. A későbbi vizsgálatok során, jelesül 

az egyensúlyi egyedszámnak az interakciók hatótávolságától való függésének 

tanulmányozásakor mégis ezt a módszert alkalmaztam, mivel az így mért értékek kevésbé 

voltak ingadozóak, mint az egyetlen futás alapján becsült egyensúlyi egyedszámok. 

 

4.2.3. ábra: 100 db azonos paraméterű futtatás átlaga az egyes szimulációs lépésekben az 

egyensúlyi szakaszon. 

A program két fajból álló rendszer szimulálására is képes, egy ilyen futtatásból kapott 

egyedszám–idő függvényt mutat a 4.2.4. ábra. Két faj esetén az elméleti egyensúlyi 

egyedszámokat a (4.2.7) és a (4.2.8) differenciálegyenletek (korábban (3.1.2) egyenlet) alapján 

lehet meghatározni. Átlagtér-közelítésben (𝑐𝑖𝑗(𝑟) ≡ 0, 𝑖, 𝑗 = 1,2) ezekből a (4.2.9) és a (4.2.10) 

egyenletekből álló egyensúlyi egyenletrendszer adódik, melyet megoldva a teljes populáció 

𝑁1,eq
elm és 𝑁2,eq

elm nullától különböző, tehát a két faj együttélésekor érvényes egyensúlyi 

egyedszáma a (4.2.11) és a (4.2.12) képlettel fejezhető ki. Ennek felírásához még kihasználtuk, 
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hogy az 𝑖-edik faj teljes létszáma az �̅�𝑖 átlagos egyedsűrűség és a teljes élőhely 𝑚2 ∙ ℎ 

területének szorzata. 

 
𝑑�̅�1

dt
= �̅�1 · [𝑓1 − 𝜇1 − 𝛼11 · 𝑈11(0) − ∑ 𝛼1𝑘 · �̅�𝑘𝑘=1,2 ] − 

 − ∑ 𝛼1𝑘 · 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐1𝑘(𝑟) · 𝑈1𝑘(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟
∞

0𝑘=1,2   

 (4.2.7) 

 
𝑑�̅�2

dt
= �̅�2 · [𝑓2 − 𝜇2 − 𝛼22 · 𝑈22(0) − ∑ 𝛼2𝑘 · �̅�𝑘𝑘=1,2 ] − 

 − ∑ 𝛼2𝑘 · 2𝜋 ∙ ∫ 𝑐2𝑘(𝑟) · 𝑈2𝑘(𝑟) ∙ 𝑟 𝑑𝑟
∞

0𝑘=1,2   

 (4.2.8) 

 0 = �̅�1e · [𝑓1 − 𝜇1 − 𝛼11 · 𝑈11(0) − 𝛼11 · �̅�1e − 𝛼12 · �̅�2e] (4.2.9) 

 0 = �̅�2e · [𝑓2 − 𝜇2 − 𝛼22 · 𝑈22(0) − 𝛼21 · �̅�1e − 𝛼22 · �̅�2e] (4.2.10) 

 𝑁1,eq
elm = 𝑚2 · ℎ ·

𝛼22∙[𝑓1−𝜇1−𝛼11·𝑈11(0)]−𝛼12∙[𝑓2−𝜇2−𝛼22·𝑈22(0)]

𝛼11∙𝛼22−𝛼12∙𝛼21
 (4.2.11) 

 𝑁2,eq
elm = 𝑚2 · ℎ ·

𝛼11∙[𝑓2−𝜇2−𝛼22·𝑈22(0)]−𝛼21∙[𝑓1−𝜇1−𝛼11·𝑈11(0)]

𝛼11∙𝛼22−𝛼12∙𝛼21
 (4.2.12) 

 

4.2.4. ábra: Két fajból álló populáció teljes létszámának időbeli változása a mért és az 

elméleti egyensúlyi egyedszámok, valamint a futtatáskor beállított paraméterek 

feltüntetésével. 
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4.3. A kis cellaméret és a kis egyedsűrűség szerepe átlagtér-közelítésben 

A 2. és a 3. fejezetben taglalt modellben a levezetések során feltételeztük, hogy az egyes cellák 

ℎ területe 0-hoz tart, valamint hogy a populáció meglehetősen ritka, így tetszőleges 𝒙 

pozícióban élhetünk az 1 − 𝑁(𝒙) → 1 közelítéssel. A következőkben azt mutatom be, hogyan 

módosul egy faj populációjának mért egyensúlyi egyedszáma az átlagtér-közelítésben számított 

elméleti értékhez képest akkor, ha a fenti két feltétel nem teljesül. 

A 4.3.1. ábra mutatja az egyensúlyi egyedszámnak a ℎ cellamérettől való függését. Az elméleti 

érték a (4.2.4) képletnek megfelelően arányos ℎ-val. A mért egyensúlyi létszámok viszont ℎ 

növelésével (ahogy a ℎ → 0 közelítés érvényét veszti) az elméleti értéknél kisebbé válnak. A 

(4.2.4) összefüggés alapján ℎ növelésével akár a rács által lehetővé tett maximális 𝑚2 darab 

egyednél is magasabb lenne az egyensúlyi létszám, de ez természetesen igazából nem 

valósulhat meg. A cellaterület túlzott csökkentésével viszont ismét nem kapjuk vissza az 

elméletből adódó egyensúlyi populációméretet, ekkor már ugyanis olyan kicsivé válik az 

egyensúlyi egyedszám, hogy a véletlen fluktuációk nagysága összemérhető lesz vele, így a 

populáció a fluktuációk során nagy valószínűséggel kihal. 

 

4.3.1. ábra: Az 𝑁eq
elm elméleti és az 𝑁eq

szim mért egyensúlyi egyedszám ℎ cellaterülettől való 

függése. 
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Az 1 − 𝑁(𝒙) → 1 közelítés akkor érvényes, ha a teljes élettérre vonatkoztatott átlagos 

egyedsűrűség elegendően kicsi, vagyis a populáció létszáma nem túl nagy. Az egyensúlyi 

egyedszám növelését és csökkentését egyszerűen az 𝑓 szaporodási ráta változtatásával 

végeztem. Ennek hatásait a 4.3.2. ábra szemlélteti. Itt is az előzőhöz hasonló tendenciák 

láthatóak: nagy 𝑓 értékekre, ahol már nem élhetünk az 1 − 𝑁(𝒙) → 1 feltételezéssel, már nem 

ad jó eredményt az elmélet, kis születési ráták mellett pedig olyannyira lecsökken az egyensúlyi 

egyedszám, hogy a véletlen fluktuációk már jelentősen lecsökkentik a populáció 

fennmaradásának esélyeit. 

 

4.3.2. ábra: Az 𝑁eq
elm elméleti és az 𝑁eq

szim mért egyensúlyi egyedszám 𝑓 szaporodási rátától 

való függése. 

 

4.4. A kölcsönhatások hatótávolságának korlátozása 

Szemben az átlagtér-közelítéssel, amelynél a populáció egyedei egyenletesen oszlanak el az 

élőhelyen, a diszperzió és a kompetíció hatótávolságának csökkentésekor az egyedek 

csoportosulni kezdenek, a populáció térbeli szerkezete fragmentálttá válik. Ez az alapvető 

különbség figyelhető meg a 4.4.1. és a 4.4.2. ábra között. Előbbi egy átlagtér-közelítésben 

elvégzett, utóbbi pedig egy normális eloszlást leíró 𝐷(𝑟) és 𝑈(𝑟) függvények mellett készített 

szimuláció néhány pillanatképét mutatja.
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4.4.1. ábra: Pillanatképek a 4.2.1. ábrán szereplő, átlagtér-közelítésben végzett szimulációról.
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4.4.2. ábra: Pillanatképek a 4.4.3. ábra lokális kölcsönhatások mellett végzett szimulációjáról. 
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Az egyedek csoportosulásakor egy ritka populációban nem tud annyira érvényesülni a 

ritkaságból fakadó előny (a negatív gyakoriságfüggés), mint átlagtér-közelítésben, ilyen 

esetekben ugyanis lokálisan akkor is viszonylag nagy egyedsűrűségek alakulnak ki, amikor a 

teljes élettérre vonatkoztatott átlagos egyedsűrűség már kicsi. Ennek eredményeképp az 

interakciók hatótávolságának limitálásakor egyetlen faj jelenlétében az átlagtér-közelítéshez 

képest kisebb egyensúlyi egyedszámra áll be a rendszer, két fajból álló rendszerben pedig azt 

várjuk, hogy jelentősen beszűkül az együttélési tartomány, így a legtöbb esetben valamelyik faj 

kihal és nem valósul meg koegzisztencia. A dolgozat kereteibe két faj korlátozott terjedés és 

versengés melletti együttélésének vizsgálata már nem fért bele, a következőkben az egy fajra 

vonatkozó eredmények kerülnek bemutatásra. 

Egy normális eloszlást leíró diszperziós és kompetíciós sűrűségfüggvény mellett, egy faj 

jelenlétében elvégzett szimuláció eredményét mutatja a 4.4.3. ábra. Itt a fluktuációk már nem 

az átlagtér-közelítésben, a (4.2.4) képlet alapján számított egyensúlyi érték körül jelentkeznek, 

hanem az alatt. Az egyensúlyi egyedszám csökkenése nem mellesleg megnöveli annak a 

valószínűségét, hogy egy véletlen fluktuáció során a teljes populáció kihal. Például a 4.4.3. 

ábrán 𝑡 = 500 körül ez majdnem be is következett. 

 

4.4.3. ábra: Egy fajból álló populáció egyedszámának időfejlődése normális eloszlást leíró 

diszperziós és kompetíciós sűrűségfüggvény esetén. 
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Ha az 𝑈(𝑟) kompetíciós sűrűségfüggvényt konstansnak választjuk, vagyis a kompetíció 

szempontjából átlagtér-közelítést alkalmazunk, akkor az összes egyed ugyanúgy verseng 

egymással az élőhelyen elfoglalt pozícióktól függetlenül, így a populáció egyensúlyi 

egyedszámának kialakításában végeredményben nem számít az egyedek térbeli eloszlása. 

Vagyis ha a kompetíciós hatások az egyedek közötti távolságtól függetlenek, akkor a 

távolsággal lecsengő – pl. normális eloszlásnak megfelelő – diszperziós sűrűségfüggvény 

mellett is az átlagtér-közelítésben érvényes egyensúlyi egyedszám alakul ki. 

Távolságtól független versengés és különböző 𝜎𝐷 szórású normális eloszlású diszperzió mellett 

egyetlen faj egyensúlyi létszámára kapott eredményeket mutatja a 4.4.4. ábra. Ezen jól látható, 

hogy az utódok szétszóródásának korlátozottsága csak akkor eredményez az átlagtértől való 

eltérést, ha a diszperziós sűrűségfüggvény már viszonylag kis távolságokban levág, 

pontosabban ha 𝜎𝐷 < 5 ∙ 𝐿. Ekkor ugyanis csak az utód számára kisorsolt pozíció igen nagy 

valószínűséggel nagyon közel esik a szülő cellájához, vagyis a legtöbb esetben az utód egy már 

foglalt cellába születne. Ez viszont a szimulációban nem megengedett, a már foglalt cellába 

sorsolt utódok nem jönnek létre. Ezáltal a 𝐷(𝑟) függvény gyors levágása esetén az utódok 

jelentős részének létrejöttét megakadályozza, ami miatt az egyedek létszáma az átlagtér-

közelítésben várt érték alatt marad. 

Az átlagtér-közelítésben érvényes egyensúlyi egyedszámot kapjuk vissza akkor is, ha a 𝐷(𝑟) 

diszperziós sűrűségfüggvény konstans – vagyis az utódok a szülőktől tetszőleges távolságban 

azonos valószínűséggel jönnek létre –, de a versengés csak az egymáshoz közelebbi egyedek 

között lép fel. Az 𝑈(𝑟) kompetíciós függvény normáltsága (∫ 𝑈(|𝒚|)𝑑𝒚 = 1) azt vonja maga 

után, hogy a hatótávolság csökkentésével a még hatótávolságon belül eső egyedek egyenkénti 

hátráltató hatása nő. (A szimulációban alkalmazott levágott szélű normális eloszlásra: a 𝜎𝑈 

szórás csökkentésével az 𝑈(𝑟) függvény egyre nagyobb értékeket vesz fel a 0 ≤ 𝑟 < 𝐿/2  

intervallumon.) Ugyanakkor az egyenletes eloszlású diszperzió miatt a populáció egyedei a 

teljes élőhelyet egyenletesen töltik ki, tehát nem szaporodnak fel az egyedek egymás 

környezetében, a „közeli” és a „távoli” szomszédok gyakorisága azonos. Így végeredményben 

a hatótávolságon belüli egyedek egyenkénti kompetíciós hatásának megnövekedését 

ellensúlyozza az, hogy a hatótávolságon kívül eső szomszédok egyáltalán nem versengenek a 

vizsgált egyeddel. 



 

57 
 
 

 

4.4.4. ábra: Egy fajból álló populáció 𝑁eq
szim mért egyensúlyi egyedszáma az egyes mérések 

𝜎1mérés hibájának feltüntetésével különböző 𝜎𝐷 szórású normális eloszlást leíró 𝐷(𝑟) 

diszperziós sűrűségfüggvények és konstans 𝑈(𝑟) kompetíciós sűrűségfüggvény esetén. 

Egyenletes eloszlású diszperzió és különböző 𝜎𝑈 szórású normális eloszlásokkal leírható 

versengés esetén egyetlen faj egyensúlyi egyedszámára vonatkozó mérési eredményeket mutat 

be a 4.4.5. ábra. Ezen – a 4.4.4. ábrához hasonlóan – látható egy letörés kis (𝜎𝑈 ≤ 5 ∙ 𝐿) 

szórásoknál. Ez annak köszönhető, hogy az 𝑈(𝑟) függvény nagyon gyors levágásakor 𝑈(0) 

értéke olyannyira megnő, hogy az egyes egyedeknek a saját jelenlétükből 

(forrásfogyasztásukból) adódó 𝛼 ∙ 𝑈(0) halálozási rátája már jelentősen megemeli a 

halálozások számát az átlagtér-közelítéshez képest. 
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4.4.5. ábra: Egy fajból álló populáció 𝑁eq
szim mért egyensúlyi egyedszáma az egyes mérések 

𝜎1mérés hibájának feltüntetésével különböző 𝜎𝑈 szórású normális eloszlást leíró 𝑈(𝑟) 

kompetíciós sűrűségfüggvények és konstans 𝐷(𝑟) diszperziós sűrűségfüggvény esetén. 

Végezetül azt is megvizsgáltam, hogy mi történik akkor, ha a kompetíció és a diszperzió 

egyaránt a korábban (4.1. alfejezet) ismertetett levágott szélű normális eloszlással írható le. Az 

így mért 𝑁eq
szim egyensúlyi egyedszámoknak az átlagtér-közelítés elméleti eredményétől való 

eltérését szemlélteti a 4.4.6. ábra. Ezen jól látható, hogy a várakozásoknak megfelelően a 

korlátozott hatótávolságú interakciók mellett – az egyedek csoportosulása és ezáltal a ritka 

előny csökkenése miatt – az egyensúlyi egyedszám lecsökkent az átlagtér-közelítésben 

várhatóhoz képest. Minél kisebb távolságra korlátozzuk a kölcsönhatásokat (azaz minél kisebb 

𝜎𝑈 és 𝜎𝐷), annál inkább eltérünk az átlagtér-közelítéstől. A 𝐷(𝑟) és az 𝑈(𝑟) sűrűségfüggvények 

szórásának növelésekor pedig, ahogy a Gauss-görbe egyre laposabbá válik, a diszperzió és a 

versengés valószínűsége egyre kevésbé változik a távolsággal, és elegendően nagy szórásoknál 

már lényegében ismét visszakapjuk az átlagtér-közelítést. 
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4.4.6. ábra: Egy fajból álló populáció 𝑁eq
szim mért egyensúlyi egyedszámának az átlagtér-

közelítésben számított 𝑁eq
elm elméleti értéktől való eltérése különböző szórású normális 

eloszlást leíró 𝑈(𝑟) kompetíciós és 𝐷(𝑟) diszperziós sűrűségfüggvények esetén. 

 

  



 

60 
 
 

Összefoglalás és kitekintés 

A kompetitív Lotka–Volterra-modellben a versengő fajok együttélésére vonatkozóan tett 

megállapítások a növekedési ráták egyensúly körüli lokális linearizációja révén az átlagtér-

közelítésben általános érvényűvé tehetőek (1.3. alfejezet), emiatt a kompetitív Lotka–Volterra-

modell kiemelkedő fontosságú a versengés leírásában. Dolgozatom célja ennek a modellnek a 

térben explicit kiterjesztése volt a lehető legegyszerűbb, de túlspecializált feltevések nélküli 

módon, a populációk térbeli strukturáltságának és a terjedés, valamint a versengés térbeli 

korlátozottságának az együttélést befolyásoló szerepének megvilágítása érdekében. 

A korábbi térben explicit ökológiai modellek jellemzően specifikus szituációkat írnak le, és 

többségükben rácson elhelyezkedő populációkat vizsgálnak, melyekben rögzített, hogy mely 

cellák képezik az egyes egyedek szomszédságát. A jelen dolgozatban felírt modellben viszont 

folytonos térben szemléljük az egyedek elhelyezkedését, ezáltal a diszperzió és a kompetíció 

térbeli korlátozottságát jellemző távolságok szabályozhatóvá váltak. 

A populáció diszperziója ebben a modellben azáltal valósul meg, hogy az utódok a szülőjüktől 

távolabbi pozíciókban is létrejöhetnek. Az egyedek elmozdulása viszont nem megengedett, 

minden egyed pozíciója a folytonos életteret közelítő, minden határon túl finomított 

négyzetrács egy adott cellájába van rögzítve. (Az egyedek mozgásának megengedése 

érdektelen módon bonyolítaná a modellt.) A rendszer viselkedését egy sztochasztikus folyamat 

írja le, melyben az egyes egyedek születése, a versengéstől független vagy a versengés miatti 

elhalálozása jelenti a lehetséges véletlen eseményeket. Alapvető közelítése a modellnek, hogy 

csak párkölcsönhatásokat vesz figyelembe. Ezenfelül feltételezi a rendszer izotrópiáját és 

másodrendű stacionaritását is, aminek köszönhetően az egyedek közti interakciókat csak a 

közöttük lévő távolság befolyásolja, a konkrét pozíciók viszont nem. 

A dolgozatban megtörtént a modell dinamikáját leíró differenciálegyenletek levezetése, 

valamint annak az esetnek a felírása, amikor a populációk átlagos egyedsűrűsége időben lassan 

változik a párkorrelációk által leírt térbeli strukturáltsághoz képest. 

A szimulációs eredmények megmutatták, hogy ahhoz, hogy az átlagtér-közelítéstől eltérő 

viselkedést mutasson a rendszer, a terjedés és a versengés hatótávolságának egyidejű 

limitáltsága szükséges. Egyértelműen sikerült kimutatni azt is, hogy az egyedek közötti összes 

interakció lokalizáltsága a populáció növekedését hátráltatja: az egy fajra vonatkozó 

mérésekben korlátozott terjedés és versengés mellett az átlagtér-közelítésben kapotthoz képest 
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lecsökkent a populáció egyensúlyi létszáma. Ez a jelenség a ritka populációk negatív 

gyakoriságfüggésből eredő előnyének lecsökkenése miatt lép fel. A lokális kölcsönhatások 

ugyanis az egyedek csoportosulásához, ezáltal nagy lokális egyedsűrűségek kialakulásához 

vezetnek, ami mellett a populáció ritkaságából fakadó előny nem tud érvényesülni. 

Ha a negatív gyakoriságfüggés kis populációk növekedésére nézve kedvező hatása háttérbe 

szorul, akkor egy két fajból álló rendszerben nem kerül előnybe az aktuálisan kisebb 

egyedszámmal rendelkező faj, így végeredményben a kölcsönhatások lokalizáltsága miatt az 

együttélési tartomány beszűkülését várjuk. Ez a jelenség az ökológiai szemlélet számára 

egyáltalán nem nyilvánvaló. Pontos matematikai megértését szánjuk a jelen munka biológiailag 

releváns kifutásának. A korlátozott terjedés és versengés két faj együttesére gyakorolt hatásának 

szimulációkkal történő vizsgálata azonban a rendelkezésre álló idő korlátossága miatt már nem 

fért bele a dolgozat kereteibe. 

Hasonlóan várat még magára a kovarianciamérés implementálása, amely után megtörténhet a 

dolgozatban kidolgozott matematikai leírás eredményeinek számszerű ellenőrzése a korlátozott 

hatótávolságú kölcsönhatások esetén is. Átlagtér-közelítésben azonban sikerült kimutatni a 

szimulációkban és az elméletből kapott egyensúlyi egyedszámok egyezését. 
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