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1. Exponencialis novekedés, szelekci6 és regulacio

Allandé koriilmények kozott egy populacié létszama exponencidlisan valtozik,
hisz tgy a sziiletések, mint a haladlozasok szdma ardnyos a populécié létsza-
méval. Két populécié koziil az, amelyiknek az exponencialis névekedési rataja
nagyobb, exponencidlisan tilnovi a méasikat. Ez nevezziik szelekciénak: a na-
gyobb fitneszi populacio legy6zi a kiesebb fitnesziit — ahol a fitnesz” fogalma
nem jelenthet méast, mint a névekedési ratat.

Exponencialis névekedéssel azonban a populécié 1étszama igen hamar irreali-
san nagyra néne — hacsak nem pontosan nulla a névekedés rataja. A valdésagban
tehét hosszi tavon sohasem teljesiilhet az ,allando6 koriilmények” feltétele. A po-
pulécidk novekedése egészen biztosan visszahat a koriilményekre, s ezzel a no-
vekedési ratakra — méghozza Ggy, hogy a hossziutavi novekedési ratak nullék le-
gyenek. Ezt a visszacsatolast nevezziik populécio-szabalyozasnak /regulacionak.

A szelekcio elméletét elGszor mégis rogzitett koriilmények kozott érdemes
targyalni: ezt tessziik az alabbiakban. Az természetesen nem bizonyos, hogy a
pillanatnyi szelekcios/fitnesz elény végleges elény, nem bizonyos, hogy a pilla-
natnyilag elényGsebb valtozat végiil is kiszoritja a vetélytarsat. Sok olyan eset
lehet, amikor ez a probléma nem 1ép fel, mert a visszacsatolas a szelekcidés vi-
szonyokat nem befolyéasolja. Maskor pedig pont esetleg pont a visszacsatolas a
lényeg — de ekkor is a rogzitett koriilmények esetébdl érdemes kiindulni.

Az aldbbiakban a rogzitett koriillményekre vonatkozo elemi szelekcios esetet
targyaljuk el6szor klondlis, utana szexudlis szaporodéas esetére — az utobbi eset-
ben egyetlen 16kusz esetére szoritkozva. JellemzGen elGszor felirom az allitéast,
azutan indoklom.

2. Klonalis reprodukci6

2.1. Valtozatok

L széamu valtozat (replikdtor, szaporodasi egység) versenyez egymassal. Fel-
tessziik, hogy a valtozatok hibamentesen replikdlodnak (azaz nincs mutécio) és
az egyes valtozatok populéciéi homogének. Legyen az i-edik véltozat létszama
n;. Ekkor az Osszlétszam

L

i=1



az egyes valtozatok gyakorisaga pedig

n;
g = —. 2
pi= (2)

Természetesen,
L
Zpi =1L (3)
i=1

A gyakorisagokkal silyozott atlagokat feliilvonéssal fogjuk jelolni. Jelolje az
i-edik véaltozat egy tetszGleges jellemzGjét x;. Ekkor az = értékek populécios

atlaga
T = Z PiTi (4)

2.2. Szelekcié folytonos id6ben
2.2.1. Populacionévekedés
A szelekci6 folyamatat kiilon diszkutaljuk folytonos és diszkrét id6 esetére. Foly-

tonos idGben az egyes valtozatok novekedését leir6 egyenletek:

L= g, (5)

dt

ahol r; az i-edik valtozat novekedési ratdja, azaz fitnesze.
Ha az r; novekedési ratak allandoak, akkor a (5) differencialegyenlet megol-
désa
ni(t) = n(0)e"", (6)

ami 7; > 0 esetén a populacidé exponencialis névekedését, r; < 0 esetén pedig
exponencidlis csokkenését — végss soron kihalasat — irja le. Magétol értet&dd,
hogy az r; > 0 helyzet nem tud korlatlan ideig fennmaradni, el6bb-utébb a
populéacié novekedésének valamilyen okbol (példaul a tapanyag fogytaval) le
kell csokkentenie a névekedési ratat.

Azt kell tehat érteniink, hogy noha az r; névekedési raték jellemzGen nem
allandoak, s igy a (6) exponencialis novekedés tartosan nem valésul meg, a
(5) differencidlegyenletet altalanosan érvényesnek tekinthetjiik azzal, hogy r; a
mindenkori novekedési ratat jelenti.

Az Osszlétszam valtozasat igy irhatjuk le:

i—? = Z dd? = Znni = aniri =Tn. (7)

Azaz: az Osszlétszam novekedését az atlagos novekedési rata szabja meg. Itt
fontos érteni, hogy a p; relativ gyakorisdgok id6ben véltoznak, s igy 7 még
akkor sem lenne egy konstans érték, ha az r; novekedési ratdk azok lennének.

2.2.2. A legegyszeriibb szelekcids egyenlet

Két populacié létszamaranyanak valtozasat igy irhatjuk fel:



ahol az (5) egyenletet és a hanyados derivalasi szabalyat alkalmaztuk. (El-
lendrizd!) Azaz: a létszamok aranya a nagyobb novekedési ratdju (fitnesszi)
populécio javara valtozik.
Amennyiben az r; —r; fitnesz-kiilonbség alland6 (ami akkor is megtorténhet,
ha a fitneszek kiilén-kiilén nem &llandoak) az egyenlet megoldéasa
nz(t) _ TLl(O) e(ri—r;)t (9)

n;(t)  n;(0) ’
ami természetesen az (6) egyenletbdl is kovetkezik annak érvényessége esetén.
Azaz, allando fitnesz-kiilonbség esetén a létszamok ardnya exponenciélisan
véltozik a nagyobb fitneszi valtozat javara. A magasabb fitneszii valtozat igy
exponencidlisan kiszoritja az alacsonyabb fitnesziit. Relativ értelemben ez akkor
is igy van, ha az alacsonyabb fitneszii viltozat ndvekedési rataja is pozitiv, s igy
mindkét valtozat névekedésben van.

2.2.3. Replikator egyenlet
A gyakorisiagok viltozasat a relativ létszamok valtozasaval is leirhatjuk:

dpi

dt
amely Osszefiiggést replikator-egyenletnek nevezziik. Jelentése vildgos: egy val-
tozat gyakorisaga nd, vagy csokken, a szerint, hogy fitnesze nagyobb, vagy kisebb
az atlagos fitnesznél. Az Osszefliggés érvényességét ismét a hanyados-derivalédsi
szaballyal ellendrizhetjiik, ha az id6derivaltakba az (5-7) Osszefiiggéseket helyet-
tesitjiik:

= (ri = Tpi, (10)

dp; dn;  rmn—ngn _
& din - a2 = Tipi — TDi, (11)
ami pont a replikdtor-egyenlet.

Torténetileg a (10) replikator-egyenletet jatékelméleti kontextusban szokas
hasznalni a kdvetkezs értelmezéssel. Feltételezziik, hogy mikozben replikatora-
ink szaporodnak, Gsszlétszamukat egy ,kényszer’-rel allandénak tartjuk. Ehhez
az sziikséges, hogy az Gsszlétszam egyébkénti valtozasat a populacidt 7 rataval
valé higitasaval ellenstlyozzuk. Ez a higitas lesz a replikidtor-egyenlet masodik
tagja. Valdjaban a ,higitas” matematikailag egyenértékii azzal, amikor csak a
relativ gyakorisadgokat vizsgaljuk - ami a populéciégenetikdban szokasos szem-
léletmad.

2.2.4. Szelekcié két valtozat esetéban

Mivel a populaciégenetikdba nagyon gyakran hasznaljuk, érdemes kiilon kiirni
a gyakorisag valtozasat két valtozat, azaz L = 2 esetére. FErre az esetre be
szokas vezetni a p = p1, ¢ = po = 1 —p, s = r; — ro jeloléseket. Ezekkel a
replikator-egyenlet az alabbi alakba irhato:

dp

dt
(A p = p;-re felirt replikator-egyenletbe 7 = pry + (1 — p)ro-t helyettesitettiink.)
A formula érthets: a szelekciot a fitnesz kiilonbség hajtja, de leall amikor akéar
p, akar ¢ nullava valik. Az utébbi esetekben ugyanis mar csak egyetlen valtozat
van jelen.

= (r1 —r2)p(1 — p) = spq. (12)



2.2.5. Price egyenlet

Ha az egyes valtozatokhoz az x; 4llandé mennyiségeket rendeljiik (pl. az i-edik
valtozat testmérete), akkor az atlagos x valtozéasat az

i—f = Cov(r,x) (13)
Price egyenlet adja meg. Itt
Cov(r,z) = (r—7)(z — ) (14)

az r és x mennyiségek kovariancidja (lasd Fiiggelék, a feliilvonas tovabbra is
a populéciora valé atlagolast jeloli). Ez a mennyiség pozitiv (negativ), ha az
atlagosnal nagyobb x;-hez jellemzGen az 4tlagosnal nagyobb (kisebb) r; tartozik.
Azaz: a szelekcio akkor noveli az atlagos x értéket, ha x pozitivan korrelal a
fitnesszel. Az egyenlet levezetése:

dz dpl - _ -
T i " T, = ;pz(n —T)x; = (15)

= D _opilri =)@ —7) = (16)
= (r=N@-9). (17

Itt az utols6 tényezdt azért bévithettiik ki az T taggal, mert Y, p;i(r; —7) =0
(azaz az atlagtol valo eltérés atlaga zérus). A kapott kifejezés pont r és x
kovarianciajanak definicidja.

2.2.6. Lande egyenlet és a direkcionalis evolicié sebessége

Tegyiik most fel, hogy az r névekedési rata linears fliggvénye az = tulajdonsag-
nak:
ri = A+ Dx;, (18)

ahol a D egyiitthato a ,fitnessz tajkép” (az r fitnesz az x tulajdonsag fliggvé-
nyében) meredeksége. Ebb6l r és x kovarianciaja:

Cov(r,z) = Var(z)D. (19)

kez6 adodik: iz
d—j = Var(z)D. (20)

Ezt az egyenletet Lande-egyenletnek nevezziik. Lande eredetileg soklokuszos
populéciégenetikai kontextusban vezette le — de nagyon &ltalanosan érvényes.
Jelentése nagyon vilagos: egy tulajdonsag a ndvekvd fitnesz irdnyaba evolvalodik
olyan sebességgel, amelyet a fitnesz meredeksége és a populacié xz-tulajdonsagra
vonatkozo6 variancidja szab meg.

A Lande-egyenlet természetesen csak egy maés felirdsa annak a koriilmény-
nek, hogy a nagyobb fitnessz véltozatok gyakorisagdnak ndévekedésével az x
valtozo atlagértéke a ndvekvs fitnesz irdnyadba mozdul el. Ha 1) valtozatok nem
keletkeznek (pl. mutacioval), akkor el6bb utébb a legnagyobb fitnesszii véltozat



gyGzelmével a Var(z) variancia nullava valik, és a szelekci6 leall. Valos esetben
sokszor az a helyzet, hogy a varianca sokaig fennmarad és az z tulajdonsag
zavartalanul evolval a névekvd fitnesz irdnyaba, amig egy maximumot el nem
ér.

Az ilyesfajta szelekciot iranyitottnak, direkcionalisnak nevezziik. Noha az
evolicié a kozhely a kozhely szerint egy nagyon lassu folyamat, a direkcionals
szelekciorél — amelynek a sebességét épp kiszamoltuk, — ezt nem mondhatjuk el.
Ha a varinacia és a fitnesz-meredekség nem tul kicsi, akkor az evolucid sebessége
sem az.

2.2.7. Fisher-féle alaptorvény

Elsésorban torténetileg fontos a Fisher-féle alaptorvény (Fundamental Theor-
em). Tegyiik fel, hogy az z; tulajdonsag nem més, mint az r; fitnesz érték, amit
most minden i-re rogzitettnek tételeziink fel. Ekkor a Price egyenlet az

dr
=V 21
dt " (21)

alakot veszi fel, amelyet pedig Fischer ,fundamentélis t6rvény”-ének neveziink.

Itt
V() =2 pi(ri =) 20 (22)

az r; értékek variancidja (szorasnégyzete).

Vegyiik észre, hogy az atlagos novekedési rata, vagy atlagfitnesz soha nem
csokken: mindaddig ng, amig a genetikai variancia jelen van. Ami persze egy
természetes kovetkezménye annak a folyamatnak, amiben a magasabb fitneszi
véltozatok fokozatosan tobbségbe keriilnek az alacsonyabb fitnessziiekhez ké-
pest. A genetikai variancia azonban — mutacidk hidnyaban — végeredményben
nullavé valik a legnagyobb fitnesszii valtozat végss gybzelmével.

2.3. Es akkor az égig né a fitnesz?

Tételezziik fel, hogy a szelekci6 folyamataban tjabb és ajabb mutéciok folyama-
tosan fenntartjak a genetikai valtozatossagot, a genetikai varianciat. Ebben az
esetben a szelekci6 tartésan mikodik. Naivan szemlélve a Fisher-torvény ekkor
azt latszana jelenteni, hogy egy populécié atlagfitnesze allandéan né a szelek-
ci6 kovetkeztében. Ebbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy a legalabb 3.5 millidrd
éves evoliciéo nyoman méra hatalmasak lennének a fitnesz értékek — ami nyil-
vanval6an nincs igy. Egy magasabbrend él6lény ndvekedési rataja természetesen
lényegesen alacsonyabb egy koli bacilusénal.

A helyzet megértéséhez érdemes végiggondolni a kovetkezéket. Az (5) egyen-
let, s igy a beldle levezetett (10) replikator-egyenlet és a (13) Price egyenlet is,
érvényes filiggetlen attol, hogy az r; allandd-e, vagy sem: a pillanatnyi r; ér-
tékekre vonatkoznak. E formuldk érvényét tehat nem befolyasolja Gket sem
a kornyezet esetleges valtozékonysaga, sem pedig a populacié6 6nmagara valo
visszahatasa. A (13) Price-egyenletnél viszont természetesen szamit, hogy a
valtozatok x; értékei allanddak, hisz ezért igaz, hogy az T csak a p; gyakorisa-
gok valtozasa miatt valtozik a (17) levezetésben. Ez viszont azt jelenti, hogy a
(21) torvény (amelyet az x; = r; helyettesitéssel vezettiink le) méar feltételezi az
r; értékek allandosagat.



Ezen a ponton valik sziikségessé figyelembe venni a populacidregulécio té-
nyét. Valdéjaban a nagyobb fineszi valtozat, ha elterjed, jobban leterheli a sajat
tapanyagforrasat, s végss soron neki is 0 lesz a névekedési ratéja, fitnesze, ahogy
az eredeti tipusnak is annyi volt. Végsé soron tehat a fitnesz nem né az evolacid
hosszi torténete soran. A fentiekben azonban a névekedési ratanak a tapanyag-
leterhelés kovetkeztében valéo megvaltozasat nem vettiik figyelembe, s ez vezetett
az abszurdnak latsz6 eredményre.

Fisher magyarazata szerint torvénye az atlagfinesznek csakis a szelekcio kd-
vetkeztében bedllt valtozasat irja le. Ha mindezt jo értjiik, akkor a torvény hasz-
nalhato a pillanatnyi szelekcio (mikroevolicio) jellemzésére: a szelekcié mindig
ugy hat, hogy novelje az atlagfitneszt. Mondhatjuk ezt tgy is, hogy a Fisher-
torvény nem reguldlt, exponencidlisan ndvekvS populacidkra érvényes. Ilyen
persze csak a mesében van, viszont a pillanatnyi szelekcids viszonyok szempont-
jabol mindegy, hogy a populaci6 regulalt-e? Az viszont bizonyos, hogy a hosszu
tava (makro) evoluciot nem jellemezhetjiik a fitnesz folyamatos noévekedésével.

2.4. Diszkrét generacio

A fenti egyenletek diszkrét generacidkra vonatkozd valtozatai hasonloképpen
felirhatoak. Mindenki levezetheti Gket maganak, itt csak felsorolom &ket. A
replikator-egyenlet analogja diszkrét idére:

w; w
Ap; = p; —pi = %pi —pi=——"pi (23)
ahol most w jeloli a diszkrét-ideji fineszt (amit mas kontextusban A-val jelo-

liink), a vessz6 a kovetkez$ generaciora vonatkozo értéket, a A jelolés pedig a
generaciovaltasok kozott valtozast jelenti. Hasonlé médon a Price egyenlet:

AT = Z Apiz; = %sz(wz —w)(z; —T) = %Cov(w,x) (24)

A Fisher egyenlet pedig:

Vi
Aw = % 25
= (25)
Végiil a szelekcios egyenlet két valtozatra:
Ap="T1, (26)
w

ahol ismét s =w; —ws és g=1—p.

Vegyiik észre, hogy a folytonos és a diszkrét idejd egyenletek csak az atlagfit-
nesszel valé normélasban kiilonb6znek. Mivel a diszkrét ideji szelekciéban csak
a ndvekedési ratak aranya szamit, természetes, hogy egy ilyen — a lényeget nem
érintd — normalasnak fel kell lépnie. (A folytonos ideji esetben a ndvekedési
ratak kiilonbsége szamitott.)

3. Diploid egy l6kuszos szelekci6

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor egy diploid populécié szomatikus (nem ivari)
kromoszoméajanak egyetlen 1okuszan két allél (génvaltozat) versenyez egyméas-
sal. Ilyenkor a replikator, vagy szaporodési egység, szerepét a génkopia jatssza.



A génnszinti fitneszt azonban a diploid egyed sikerességébdl kell meghataroz-
nunk. A diszkrét id6re vonatkozo jeloléseket hasznaljuk, de pontosan ugyanezt
mondhatnank el folytonos idében is.

Feltessziik, hogy az {ij} genotipus (rogzitett) fitnesze w;;, a két nemben
ugyanaz és w;; = wj;. Véletlen parosodast tételeziink fel. Ekkor az i-edik allél
fitnesze (marginéalis, gén vagy allél fitnesz):

wi =Y pjwi (27)
i

A két allél kozotti szelekcios kiilonbség ekkor a kovetkezs alakba irhato:

s = w1 — we = (pwi1 + qwiz) — (pwi2 + qwaz) = (pwi1 — qwaz) + (¢ — p)wia

n —
— ]%(wu —waz) + ]%(wu +wa2) + (¢ — p)wiz
+ w11 + w
_P 5 q(wu —w22) + (¢ —p) <“’12 - 11222>
W11 — Wos 1 w1 + Waz
= 2 - - 4 . 28
5 + (2 p> (w12 9 ) (28)

Hiaba rogzitettiik tehat a heterozigdta fitneszeket, az allél-fitneszek altala-
ban mar fiiggenek az allél gyakorisdgatol. Kivételt képez azt a specidlis esetet,
amikor a heterozigota fitnesz pontosan megegyezik a homozigbta fitneszek atla-
gaval - ekkor ugyanis a gyakorisagfiiggést okozo masodik tag elttink. Amennyi-
ben a heterozigéta fitnesz nagyobb, mint a homozigéta fitneszek atlaga, a gya-
korisagfiiggés negativ: minél nagyobb az elsé génvaltozat aranya, annél kisebb a
fitnesze. A forditott helyzet, amikor a heterozigéta fitnesz a homozigotak atlaga
alatt marad, természetesen pozitiv gyakorisagfiiggést okoz.

Létezik-e olyan p = pg € (0,1) géngyakorisag érték, amikor az s = 0 egyen-
sulyi feltétel teljesiil, azaz amikor a lokuszra nem hat szelekci6? Az egyensulyi

pontra a
1 (w1 —w)/2

Po — = 29
2 2w — wi — w2 (29)
kifejezés adodik, ami a
W12 — W22
Po = 30
2w — w11 — Wa2 (30)
vagy az
Wiz — W11
1—po= (31)

2w — w11 — Wa2

alakba is irhato. A pg érték felhasznéalasaval (28) a kovetkezs alakot 6lti:

w11 + Wa2

5 =2(po —p) (w12 - 5

) = (2w12 — wy1 — wa22)(po — P), (32)

Vilagos, hogy tgy a (30), mint a (31) kifejezésnek pozitivnak kell lennie
ahhoz, hogy po ,,bels§”, azaz a (0,1) intervallumba ess egyenstlyi pont legyen.
Ez két esetben teljesiil: akar akkor, ha a heterozigéta fitnesz nagyobb mindkét
homozigota fitnesznél, akar pedig akkor, ha kisebb mindkett&jiiknél.

Harom esetet kiilonithetiink el tehat:



1. wiz € (w1, wao)

Ez a legtermészetesebb eset. Ha a heterozigéta fitnesz a homozigéta fitne-
szek kozé esik, akkor nincs belsé egyensiilyi pont. Ilyenkor az s szelekcios
el6ny nem valt elGjelet a p € [0, 1] intervallumban. A p = 1/2 érték helyet-
tesitésével lathatjuk, hogy ezt az elGjelet (28) elsé tagja hatérozza meg.
Ekkor az a génvéaltozat, amelynek homozigota fitnesze nagyobb a verseny-
tars homizigota fitnesszénél, az minden koriilmények kozott elényben van,
és a mésikat kiszoritva fixalodik.

2. w1z > w1, Wa2

Amennyiben a heterozigbta fitnesz nagyobb mindkét homozigdtaénal, az
s fitnesz-el6ny pozitiv, amig p < po, de negativva valik p > pg esetén.
Ilyenkor a szelekcié hatasara a p génardny tetszéleges értékrél kiindulva
bekonvergal a p = pg stabil egyensilyi pontba. A két allél tehat tartésan
egyiittél egy meghatarozott aranyban.

Egy fontos részlet: a (32) egyenletet a (26) szelekcios dinamikéba helyette-
sitve lathatjuk, hogy a konvergencia monoton, azaz a géngyakorisag soha-
sem lép at az egyensilyi pont taloldaldra. Ez a probléma a (12) egyenlet
altal leirt folytonos dinamika esetén nem mertl fel.

3. wig < Wiy, W2
Amennyiben viszont a heterozogota fitnesz a legalacsonyabb, az el6z6 gon-
dolatmenet megforditasaval a belss fixpont instabil. A kezd&allapottol
fiiggben vagy az els6 (ha p < pp), vagy a mésodik (ha p > po) génvaltozat
kihal.

Az els6 eset a trividlis eset: a két génverzio egyike egyértelmten jobb a
masiknél, és gy6z. A mésodik eset specidlis okokbol fordulhat eld, a sarlossejtes
vérszegénység a hires példa. A harmadik esetet

Es mi a helyzet az atlagfitnesszel a diploid esetben? Koénnyti belatni, hogy
a w;; diploid fitneszek populacios dtlaga ugyanaz, mint a (27) allél-fitneszeknek
az allélpopulaciora vett atlaga:

w=pw; + (1 — p)ws =
= p’wi1 + 2p(1 — p)wiz + (1 — p)’was =
= p*(wi1 + waz — 2w12) + 2p(w1z — Wa2) + wap =
= (p— po)* (w11 + waz — 2w1a) + ...
Erdemes észrevenni, hogy
g Ldw
2 dp
Azaz: a szelekcio az atlagfitnesz novelésének iranyéba hat, ahogy az a korabbiak
szerint el is varhato.

Fiiggelék: egyenesillesztés és kovariancia
Arra vagyunk kivancsiak hogy az x és az y mennyiség (mondjuk egy orszag GDP-

je és az ott élok — szociologusok altal valahogy szamszertisitet — joléte) kozott
talalhatunk-e olyan Gsszefiiggést, hogy az x valtozé névekedése tendenciaszertien



egylittjar az y novekedésével /csokkenésével? Ehhez legegyszertibben egyenest
illesztiink az (z;,y;) értékparokra. Szamoljuk ki a legjobban illeszkedd egyenes
b meredekségét!

Kezdetnek az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy mindkét valtozd atlagér-
téke zérus, azaz T =y = 0. Ekkor az egyenes nyilvan az origén megy keresztiil,
egyenletét az y = bx alakban keressiik. Definidljuk az egyenesillesztés hibajat
az y értékek négyzetes eltérésének atlagaval:

F=(y—bz). (38)

Ezt az eltérést akarjuk minimalizalni b megvalasztasaval. A derivalt:

dF _—
p— _2 — =
0 z(y —bx) =0, (39)
ahonnan b optimalis értéke: o
b=22. (40)
x

Amennyiben nem tessziik fel, hogy az atlagértékek nullak, ugy a fenti meg-
gondolas az atlagértéktsl valo eltérésekre érvényes. Ekkor

(x —17)2 Var(z)

adodik az egyenes meredekségére. (Hazi feladat: hatarozzuk meg a tengely-
metszetet!) Itt Var(x)-et az x valtozo variancidjanak (vagy szorésnégyzetének),
Cov(y, x)-t pedig az x és az y valtozd kovariancidjanak nevezziik.

Ami itt érdekel benniinket, az a kovariancia. A kovariancia (s ezzel egyiitt
a legjobban illeszkeds egyenes b meredeksége) akkor pozitiv, ha az z és az y
valtozo jellemzGen ugyanabba az irdanyba tér el a sajat atlagatol — vagyis ha
nagyobb z-hez jellemzéen nagyobb y, kisebb x-hez pedig jellemz&en kisebb y
tartozik. (Rajzold le!) Megforditva, a kovariancia és meredekség negativitasa
azt jelenti, hogy nagyobb z jellemzéen kisebb y-hoz vezet. Ha a kovariancia
a nulla kérnyékén van, akkor nem talaltunk tendenciaszert Osszefiiggést a két
valtozo kozott. (Statisztikaban megtanitjak, hogy milyen erds kovarianciat kell
ahhoz talalnunk, hogy ne tartsuk a kapott Osszefliggeést a véletlen jatékanak.)

Koénnyen belathato, hogy ha a két valtozo (valoszintiségelméleti értelemben)
fiiggetlen egymastol, akkor Cov(y,z) = 0. (Gondold végig!) Az allitas megfor-
ditasa azonban nem igaz: zérus kovariancidbdl a fiiggetlenség nem kovetkezik.
Legyen példaul = és y egy kor pontjainak koordinatai. Ekkor természetesen nem
fliggetlenek egyméstol, hiszen kielégitik a kor

x2+y2:1

egyenletét. A szimmetria okdn viszont vilagos, hogy a kovariancia csak nulla
lehet. A két valtozd kozott tehat — noha nem fiiggetlenek egyméstél — nincs
meg az a fajta tendenciaszeri Gsszefiiggés, amit a kovariancia mér.
Végiil egy hazi feladat. Tessék belatni a kvetkezs nagyon hasznos Gsszefiig-
géseket:
Var(z + y) = Var(z) + Var(z) 4+ 2Cov(x, y) (42)

T-y=T- -7+ Cov(z,y) (43)



