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1. Bevezetés

A populéacidédinamika biologiai populacidok méretének és osszetételének idgbeli valto-
zasat modellezi. A széles gyakorlati jelentGség és érdeklGdés kovetkeztében nem egységes
kialakuldst tudomanyag, hanem t6bb, egymastol nagyrészt fliggetlen szakteriilet talal-
kozasabol jott létre. Egységes populaciédinamikai tudomanyrol csak a XVIII. szazad
végétsl beszélhetiink, annak ellenére, hogy az ide tartozo vizsgalodasok gyokerei kozel
egyidGsek az frott torténelemmel. Egy korai populaciédinamikai téméji munka példaul
Fibonacci 1202-es modellje, amelyben egy nytlpopulécié névekedését vizsgalja: Azt sze-
retnénk tudni, hogy hany péar nyil lesz n honap milva, ha feltételezziik, hogy az els6
honapban csak egyetlen 1jsziilott nytulpar van, az ujszilott nyilparok két honap alatt
valnak termékennyé, minden termékeny nytlpar minden hénapban egy jabb part sziil,
és a nyulak 6rokké élnek. A probléma megoldasa a hires Fibonacci sorozat, amely a
populécié modellezése szempontjabol nyilvanvaléan nem tulsdgosan realisztikus, de va-
loszintileg nem is ez volt a célja.

Késgbb, 1748-ban megjelent miivében Euler is felvetett kiilonb6z6 populaciodinamikai
problémékat, tobbek kozott az alabbit: Mivel az 6z6nviz utan minden ember egy hat
fébol allo populaciobol szarmazik, ha feltessziik, hogy kétszaz év utan egymilliora nétt
a népesség, tudni szeretnénk az éves novekedési ratat. A feladatot megoldva 1,/16 koriili
novekedési ratat kapunk, ami egészen redlis, viszont ha 400 éven &t igy haladna a no-
vekedés, a Fold népessége 166 milliardra néne, amit a bolygd képtelen lenne eltartani.
Ezt az oOtletet fél évszazaddal késébb az angol Thomas Robert Malthus fejlesztette to-
vabb, aki bar az elméleteit nem forditotta le matematikai modellekre, kik6vezte az utat

a belga matematikus, Pierre-Francois Verhulst szamara. Verhulst a kdvetkezd egyenletet

%er(l—%) (1)

Ha P kicsi K-hoz képest, a megoldas Py e alaku, vagyis a populacié mérete exponenci-

javasolta:

alisan n6. Ahogy P elkezd kozeliteni K-hoz, a névekedési rata egyre csokken, s6t, ha P

meghaladja K-t, a megoldéas csokkenni fog. Fy<K esetén a populacié mérete monoton



novekedve tart K-hoz, ha t tart a végtelenhez. Verhulst 6sszevetette a modellt kiilon-
b6z6 orszagok népességének novekedésével, és gy talalta, hogy jol kozeliti a valosagot.
A populaciédinamika tudomanyég fejlédésének egy fontos kivetkez fejezete volt a tobb

biologiai faj egymasra hatéasat leir6 modellek vizsgélata.

2. A Lotka-Volterra modell

1920-ban az amerikai Alfred Lotka publikalt egy cikket, amelyben igazolta, hogy egy
két biologiai fajt leiré modell folyamatosan oszcillalo viselkedést mutathat. A kovetkezd

differencidlegyenletet rendszert allitotta fel:

S =a(a- ), ©)
Y - ow) )

ahol z(t) a préda populacio, y(t) a predator populécio, és a, 3,7, 0 pozitiv paraméterek.
Az o paraméter a préda névekedési rataja, ha nincs predator, a v paraméter pedig a
predator populécié csokkenését jelenti, ha nincs préda. A —fxy és dxy tagok a préda
populacié csokkenését, illetve a predator populacié novekedését jelentik, a taplalkozés
hatasara. Lotka kiszamitotta, hogy a rendszernek két egyenstilyi helyzete van, a (0,0)
trivialis egyenstlyi helyzet, és a (/d, a/ ) bels6 egyenstlyi helyzet. Azt is megmutatta,
hogy egy egyensilyi helyzettdl kiilonb6z6 pontbdl inditva a megoldast, az z(t) és y(t)
fiiggvények periodikusan oszcilladlnak. Ha a predatorok szdma né, a préda csokken, és
egy 1d6 utdn annyira lecsokken, hogy mar nem tudja eltartani a predétor populaciot.
Ekkor a predatorok szama csokkenni fog, ami tjra a préda szamanak novekedéséhez
vezet, és igy tovabb.

Lotkéval egy idében az olasz Vito Volterra téle fliggetleniil hasonlé eredményre jutott.
A kettejiikrdl elnevezett modell kiilonbo6z6 altalanositésai a populacidédinamika leggyak-

rabban alkalmazott modelljei kozé tartoznak.
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1. abra. A Lotka- Volterra modell

3. Predator-préda egyenletek altalanositasa

A ragadozok populacidinak a zsakmanypopulacié denzitasara adott valaszat funkci-
onalis (viselkedési) és numerikus (reproduktiv) valaszra bonthatjuk. Az els6 az egyedi
fogyaszto fogyasztasi ratajat irja le a taplalékdenzitas fiiggvényében, mig a masodik a
egyedenkénti reprodukcios rata valtozasat modellezi a forrasdenzitas fiiggvényében. A

funkcionalis valasznak 3 {6 tipusa van:

I. lineéris - A predator tdmadéasi rataja linearisan né a préda denzitassal, majd hir-
telen konstans értéket vesz fol. Fz volt az els6 és egyben a legegyszertibb leirt

funkcionalis valasz, ezt hasznalja a Lotka-Volterra modell.

IT. hiperbolikus - A predator tdmadéasi ratdjanak novekedése a prédadenzitas nove-
kedésével folyamatosan csokken és fokozatosan elér egy konstans értéket. Ez egy

vagy néhany zsdkmanyfajra specializalodott, aktiv keres6 ragadozokra jellemzd.

III. szigmoid - A predator tamadasi rataja a kezdeti novekedés utan, fokozatosan be-

all egy konstans értékre. A generalista ragadozokra jellemzdé viselkedés, melyek



konnyen atvaltanak egy zsdkméanyfajrol a masikra, vagy olyan teriileten vadasz-

nak, ahol a zsdkmanydenzitas magasabb.

I

Number of prey
consumed

Density of prey population
2. dbra. Funkciondlis vdlaszok tipusaz
A tovabbiakban a II. tipusta funkciondlis valasszal foglalkozunk.

3.1. Predator-préda dinamika II. tipust funkcionalis valasszal

A predatorok szamat jeloljiik C-vel (Consumer), a prédat pedig R-el (Resource).

Ekkor a vizsgalando differencidlegyenlet rendszer:
ac aR
— =kC | ———= ) —dC 4
dt (1 + aThR) ’ (4)
dR R aR
— =rR|1—= ) -C| ———= 5
a ( K) (1—|—aThR> (5)

A predator egyenletben 1év6 zarojeles tag fejezi ki a II. tipusu funkcionalis valaszt,

azaz a predator fogyasztasat: az a paraméter a talalkozasi rata, T, pedig a kezelési idd,
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egy préda elfogyasztasdnak atlagos ideje. Az egész populacié fogyasztasanak kifejezésé-
hez ezt megszorozzuk a predatorok szamaval, C-vel. A k paraméter a konverzios rata,
ami azt fejezi ki, hogy az elfogyasztott préda milyen ardnyban forditodik reprodukciora.
Igy a predator egyenlet teljes elsG tagja a sziiletéseket fejezi ki, a masodik tag pedig
a haldlozasokat (A fogyasztoknak van egy konstans egy fére esé haldlozasi ratéja, d,
ami C-t6l és R-t6l fiiggetlen). A préda egyenlet elss tagja a logisztikus sziiletési arany
fiiggvény (r a préda populacié névekedési rataja, K pedig a populécié maximéalis mérete
amit az adott kornyezet még el tud tartani), a méasodik pedig a predator altali halalo-
zasokat fejezi ki.

Ha az egyenleteket egyenl6vé tessziik nullaval, megkaphatjuk a null-izoklinakat:

Préda null-izoklina: € = = (1 — %) (1+ aTyR) (6)
a

1
Predator null-izoklina: R* = ———— (7)

)

A predator null-izoklina a C-R fazistéren egy fiigg6leges vonal, mig a préda null-
izoklina egy negativ parabola. A fiigg6leges tengelymetszetnél C értéke r/a, a csicsnal
R értéke (K/2 —1/(2aTy)).

Latszik, hogy ha k/d < Ty, akkor R* negativ. A valdsdgban ekkor a predator populacio
kihal, a préda populacié pedig eléri maximalis méretét, /K{-t. Minél nagyobb a predator
halalozasi rataja (d), vagy a kezelési id6 (T},), annal nagyobb lesz R* értéke.

A két izoklina metszéspontja megadja a nemtrivialis fixpontot. Ha préda izoklinan ez a
cstcstol balra helyezkedik el, akkor instabil, és a rendszer réspiralozik egy hatarciklusra.

Ha a csticstol jobbra helyezkedik el, akkor stabil, és a rendszer bespiralozik a fixpontba.
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3.2.

Parameters:

a=0.01
k=1
Th=3
d=0.15
r=0.2
K=120

Predator-Prey system
Prey zero isocline
Predator zero isocline
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3. abra. Példa instabil fixpontra

Stabilitasanalizis

120

Az ehhez hasonl6 nemlineéris differencidlegyenlet rendszerek esetén, linearizalas se-

gitségével vizsgalhatjuk meg a fixpontok stabilitdsat. A Jacobi matrix ebben az esetben:

dC dC
5(%) 8(%)
oC OR
dR dR
a(%) 3(%)
oC OR

-

aR
k| ——— | —d kC
(%77) (¢
aR _ 2rR _
1+ al,R "TK

_*
1 + CLThR)2

“(

A stabilitasanalizishez be kell helyettesiteniink a nem trivialis fixpont koordinatait

a matrixba, és igy kiszamolni a sajatértékeket. Esetiinkben a sajatértékek komplexek

lesznek, és egyméas komplex konjugéltjai. A képzetes rész nagységa a korbejaras sebes-

ségét adja meg, a valos rész el6jele pedig a fixpont stabilitasat. Ha a valos rész negativ,

akkor a fixpont stabil, tehat a korbejaras egy kozeledd spiral. Ha viszont a valos rész
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pozitiv, akkor a spiral kifelé megy, a fixpont instabil. Ilyenkor (ha a 2D dinamika nem
tud elmenni a végtelenbe, vagy nem tud kiiilni a hatarra), akkor a kifelé mend spiral
egy stabil hatarciklushoz fog konvergalni.

Vizsgaljunk meg egy konkrét esetet! Legyenek a paraméterek a kovetkezsk: a = 0.01,
k=1,T, =3, d = 0.15 r = 0.2, K = 120. Ekkor a null-izoklinak metszéspontja
alapjan a fixpont: (27.2727,28.0992). Ezt behelyettesitve a Jacobi matrixba:

8.25% 1078 0.085

—0.1499 0.0241

A matrix sajatértékei: Ao = 0.012 £ 0.1127. Mivel a valos rész pozitiv, ezért a fixpont
instabil, a spiral kifelé tekeredik.
Ezt a példat numerikusan is megvizsgaltam, 4-ed foki Runge-Kutta modszer segitségé-

vel, az eredmény a 3. abran lathato.
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