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1. Bevezetés: a kérdés

Mi egy mutacio6 sorsa?

Egy N (allando) létszama populacio egy lokuszan mutacio torténik. Egyrészt, kivancsiak va-
gyunk arra, mi a valoszintisége annak, hogy a mutans allél fixalodik (azaz elterjed és kiszoritja az
eredeti allélt), illetve annak, hogy kiesik. Biztosak lehetiink abban, hogy a két esemény koziil az
egyik megtorténik. Nulla ugyanis annak a valészintisége annak, hogy a populaci6é heterogén allapota
végtelen ideig fentmaradjon.

Masrészt, kérdezhetjiik, mi a mutans fixdlodasanak varhato ideje, feltéve, hogy fixalodik.

Természetesen, a valasz mindkét kérdés esetében fiiggeni fog attol, hogy a mutans elényos,
hatranyos, vagy neutralis. Masrészrdl lényeges a véletlen szerepe is, vagyis hogy a mutans allélnak
szerencséje van-e. Nyilvanvald, hogy minél kisebb a populéacié, annal nagyobb a sztohaszticitas
szerepe. De még az N — oo hatéareset sem teszi a problématt determinisztikussa: a mutans nagy
populacioban is egyetlen példanyban jelenik meg, sorsa tehat nagy mértékben a véletlenen mulik.

Lényeges, hogy egyetlen mutacié tovabbi sorsarol beszéliink. Téargyaldsunk szempontjabol ér-
dektelen, hogy a vizsgalt id6tartam alatt bekdvetkeznek-e tovabbi mutéacidk. Csak az a kérdésiink,
hogy a tavoli jov6ben a populaciot az altalunk vizsgalt mutaciés eseményben létrejott mutans le-
szarmazottjai alkotjék-e, vagy sem.

Feltételezziik, hogy egyetlen generaciovaltas alatt a populécié Osszetétele nem sokat valtozik. Ez
egyrészt jelenti azt, hogy a populacié nem nagyon kicsi, masrészt jelenti azt, hogy a szelekci6 nem
nagyon erés. Ekkor a mutans gén részaranya a populacioban (amelyet roviden génaranynak fogunk
nevezni) olyasfajtaképpen valtozik, mint egy bolyongé részecske koordinataja. A génarany-valtozas
véletlen komponensének megfelel§je a részecske Brown-mozgésa, amit egy diffizios egyenlettel irha-
tunk le. A szelekci6 okozta determinisztikus komponens pedig annak felel meg, mintha a részecsként
egy kiils6 (pl. elektromos) eré hatasara mozogna.

A terminologiaval mindig baj van. Az, hogy a vonatkozo egyenletet masképpen nevezik a fizikai
és a biologiai irodalomban, a legkevesebb. Ami rosszabb: a biolégiai irodalom ,,genetikai sodrodas’™
nak, ,drift"-nek nevezi a génarany véletlen, nem szelekcios ingadozasat, mig a részecskemozgési
képben a determinisztikus, adott irdnyban torténd mozgéast hivnank sodrodasnak, driftnek! A drift
sz0 hasznalatat elkeriilom, a sodrddés a genetikai terminolégia szerint a szelekcio ellentétparjaként
szerepel.

A kovetkezs fejezet a matematikai alapokat vezeti be, az utdna kovetkezd tartalmazza a tu-
lajdonképpeni bioldgiai elméletet. A fogalmazis az egyszeriiség kedvéért aszexualis populaciora
vonatkozik. A 4.3. fejezetben mondjuk el, mi valtozik egy diploid populéciéban. Mindezt természe-
tesen azért csinaljuk, mert az eredményeknek jelentfsége van az evolucié elmélete szempontjabol.
Errdl esik sz6 nagyon réviden az 5. fejezetben.

2. Fokker-Planck (Kolmogorov) egyenlet

Jelolje ®(p, x,t) annak a valoszintiség-stiriiségét, hogy a génarany a p értékrsl indulva ¢ ids alatt
z-be jut. Ertelmezése folytan:

/@(p,x,t)d:r =1, (1)

hiszen valahova biztosan elfejlédik a populacio. A @(p,z,t) idSbeli valtozasat két Fokker-Planck
egyenlet irja le.



Direkt (forward) Fokker-Planck:

% _ %%(D(m)@(p,m,t)) - %(M(w)é(p,w))a (2)

Forditott (backward) Fokker-Planck:

o (p,x,t) 1 9> a

A biologiai irodalomban a fenti egyenleteket Kolmogorov nevét viselik. A fizikusok ezeket az

egyenleteket Fokker és Planck nevéhez fiizik, Kolmogorov egyenletként egy altalanosabb egyenlGsé-
get emlegetnek.

2.1. A Fokker-Planck egyenlet levezetése direkt esetben

A Fokker-Planck egyenlet levezetéséhez a ®(p, z, t) eloszlasfiiggvénynek azt a tulajdonsagat hasznal-
juk ki, hogy ha kiillonb6z6 Gsszetételeken keresztiil fejlédik a populacié ugyanabba a végallapotba,
akkor a kiilonbozs utakra vett atmenetek valoszintségeit felosszegezve kapjuk az atmenet valodszi-
niiségét.

Vizsgéaljuk meg azt az esetet, amikor a populécio t + dt id§ alatt a p kezdeti géngyakorisagrol
x végss géngyakorisagba fejlédik. Bontsuk ezt az idébeli fejlédést egy t illetve egy dt ido$zakaszra.
Az els6 szakaszban a populécio a p Gsszetételbsl x — dx Osszetételbe fejlédik, a maradék 6t id6 alatt
pedig z-be fejlédik tovabb, amint azt az alabbi 4bran a folytonos nyil szemlélteti.

p T — oz T

Mivel dz-et dnkényesen valasztottuk, mas aton (azaz mas dx-szel) is eljuthat a populacio az x vég-

Osszege adja meg a p — x atmenet valoszintiségét. Matematikailag ezt igy irhatjuk:

O(p,x,t+ 0t) = /<I>(p, x — 0z, t)®(x — bz, x,6t)d(dx) = /<I>(p, x — oz, t)g(x — dx,dx, 0t)d(dx),

ahol a konnyebb érthet6ség kedvéért bevezettiik a kdvetkezs jelolést:
O(x — bz, x,0t) = g(x — dx, oz, 0t).

Kicsi dt-re csak a kis dx értékek adnak jelents jarulékot. Ennek megfelelGen, az integrandust
kozelitsiik ugy, hogy az x — dx valtozdjaban masodrendig Taylor sorba fejtjik = koril: :

O(p,x,t+ dt) = /d(&x) [@(p,x,t)g(x, dx,0t) — 693%(@(])@,15)5](9:, ox, 5t))+

2

+%(5x)2% (®(p, z, t)g(x, b, (5t))} .

Most elvégezziik az integralast dx szerint:

@(p,x,t)/d(éx)g(m, Sz, 6t) —% [@(p,x,t)/d(éx) <0z - g(x, 0x, 5t)}—|—

1 (6 51=M (2)3t
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%% [@(p, . 1) / d(61) - (62)%g(x, b, 61) ],

((62)2)51=D (x)5t
kozben kihasznaltuk, a g fiiggvény értelmezésébsl adodod eredményeket.
Ezzel a (2) alatti egyenletet igazoltuk.
2.2. A Fokker-Planck egyenlet levezetése forditott esetben

Az egyenlet forditott alakjanak levezetését hasonloan végezziik, de most a p allapothoz kozel vesziink
fel egy kozbens6 allapotot. A fenti levezetéshez hasonléan a eljarva:

(p, x,t + 6t) =/¢’(np+5p, 6t)®(p + op, x,t)d(6p) =
—/d(&) (p.0p.00) [ (p. 2.1) + 9 opat)+ 2o Lot (@)
- p gp7 p’ p7 9 pap p7 9 2 p (9]72 p7 b

Atrendezve:

0
(p,x,t 4 dt) = ¢(p,x7t)/d(5p)g(p7 p, 5t)+/d(5p)-5p~g(p, p, 5t)~a*p<1>(p7x,t)+

1 (6p)se=M (p)dt
2

+%/d(5p) - (6p)* - g(p, op, 5t)-8%2<1>(p,93,t) (5)

((6p)?)se=D(p)dt

Innen a (3) forditott Fokker-Planck egyenlet mar adodik.

3. Szelekcio és sodrodas

A fent levezetett Fokker-Planck egyenletek természetesen barmilyen bolyongést leirhatnak. A
genetikai alkalmazashoz specifikilnunk kell az M (z), D(x) fliggvényeket. Az egyszertiség kedvéért
fel fogjuk tenni, hogy a generaciok elkiiloniilnek, mint példaul egy egynyari névény esetén. Ekkor
célszert a generaciovaltast valasztani idGegységnek.

3.1. Szelekcid

Jelolje s a mutans szelekcios elényét, amely negativ is lehet. Ez azt jelenti, hogy a populacio
x hanyadat képz6 muténs szubpopulacié altal hordozott gének fitnessz-értéke 1 + s, szemben az
eredeti gént hordozo6 szubpopulécio 1-es fitnesszével.

Mivel a génarany-valtozas determinisztikus komponensét keressiik, tigy szamolhatunk, mintha
végtelen nagy lenne a populacionk. A génarany egy generacioé mulva:

;o x(1+s) Cz(l+5s)

T i0te (-2 1tas (6)
o, ws(l—z)

dr=o —e=— s vl -a) (7)

ahol az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy sz < 1. A keresett M (z) egyiitthato éppen az egységnyi
id6 — vagyis a generacios id6 — alatti géanrany-valtozas:

M(z) = sz(1 —z) (8)



4. Genetikal sodrodas

A diffuzids egyiitthato a genetikai sodrodast, vagyis a véletlen komponenst irja le. Itt méar lényeges,
hogy a populéacié N, tehat véges sok, egyedbdl all.

Az egyszertiség kedvéért tegylik fel, hogy a sziiletendd utdodok egymastol fliggetlenek. Mivel
barmelyikiik x valoszintiséggel szamazik mutans Gstél, a mutansok k szama az utdédpopulaciéban
egy binomialis eloszlés:

Py (k) = (Z)ﬁu _ )Nk )

Ennek az eloszlasnak a varhato értéke:
N
> kPy(k) = Nz,
k=0

szorasnégyzete pedig:
N

Z((k — Nz)?Pyn(k) = Nz(1 — z).

k=0
Ez azt jelenti, hogy varhatéan Nz darab mutans gén tovabbitodik, a génarany varhatod értéke x
lesz, variancidja pedig:

z(1—2)
D(x) = ——=. 10
() = 2 (10)
4.1. A fixalodas valoszintisége
Legyen a fixdlodasi valoszintiség
u(p) = ®(p, 1,00), (11)
amelyre a modell feltevései miatt
u(0) =0, u(l)=1 (12)
teljesiil. Ertékét a forditott Fokker-Planck egyenletbdl szamitjuk ki:
1 d*u du
-D(p)— + M(p)— =0, 13
300) 55+ M) (13)
hiszen %—f a t = co-ben eltiinik. Ennek a masodrendi linearis egyenletnek a megoldasa:
P
G(x)d
u(p) = 2. EO% (14
Jo G(z)dx
ahol ’
x M(x ’
Glz)=¢" 15 By’ (15)
Az integralasokat elvégezve:
1 — e 2Nsp 2N sp, ha Ns>>1
wp) = T _{ », ha Ns<<1 (16)
Hap= %:
2s, ha Ns>>1
u(p)—{ s ha Ns<<1 (17)

A alabbi grafikonon egy tj muténs fixalodas valoszintiségét abrazoljuk a szelekcios elény fliggvé-
nyében — logaritmikus skalan. A populécio létszama N = 1000, s mivel csak egy mutans van
p = 0.001.
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Lathato az osszhang a (17) kozelitd formulaval. Ha a szelekeios elény kicsi, csak a véletlenen mulik,
hogy elterjed-e az Gj muténs: mint mindenkinek, neki is csak 1/N = 0,001 erre az esélye. Nagyobb
szelekcios elénydknél valoszintibbé valik a fixalodas valoszintsége, és az u(s) = 2s formula viszonylag
jo kozelités s < 0, 1-re.

4.2. Fixalédasi ido

Hatarozzuk meg a fixalodas idejét! Legyen

v(p,t) = @(p,1,1) (18)
és % gu(p.1)
vip,
T(p :/ t——=dt. 19
w=[ = (19)
Ekkor ()
7 p
tp) = —/—. 20
)= oo (20)
Felirjuk a Fokker-Planck egyenletet v-re:
ov(p,t) 1 _8%v(p,t) 0v(p,t)
T 2D ap? + M op (21)

majd derivaljuk ¢ szerint, szorozzuk t-vel, és integraljuk ¢ szerint 0-t6l co-ig:

%v(p,t) 1. 62 0

Az egyenlet bal oldalat parcialis integréalassal szamoljuk:

Pv(p,t) d(p, )1 [ du(p,t)
[ [t 2 ]0 /O Pl it = () (23)
———
0
Ily mo6don
9 2M _, 2u(p)
T (p)+7D T'(p) + o =0 (24)

adodik, ahol vesszével a p szerinti derivalast jeloljiik. Neutrélis esetben szelekcié nélkiil, amikor
M =0, u(p) =pés D=2l

N
1 B 2p 2N
T (p) —  p(l-p) *1 _p' (25)
N
Kétszer integrélva:
T'=2NIn(l —p)+c1 (26)
T=-2N(1-p)(In(l—-p)—1))+cp+co. (27)



A T(0) = T'(1) = 0 hatarfeltételekbdl:

T(p) = 2N (1 p) In1 - p) (28)
® T _ —2N(-ph(-p) -
t(p) = ) ) 2N, ha p—0 (29)
adodik.

4.3. Diploid populaciok

Eddig aszexuélisan szaporodé populaciot vizsgaltunk. Egy véletlenszertien parosodé diploid po-
puléci6 esetében a kiilonbség annyi, hogy az N létszamu populécidoban a szobanforgo lokusz 2NV
példanyban van jelen — minden egyedben egy apai és egy anyai verzi6. Ennek megfelelen a dip-
loid esetben mindeniitt 2/N-et kell irni az N helyett. Mivel csak egyetlen lokuszrél beszéliink, a
rekombinacio, amely a szexuélis szaporodast érdekessé tenné, itt szimunkra nem jatszik szerepet.

Nem neutralis mutéacié esetén kiilonbséget okozhat még a dominancia, vagyis az apai és anyai
eredeté gének kolcsonhatasa. Ha azonban feltételezziik, hogy az apai és anayai gének additivan
jarulnak hozza az egyed fitnesszéhez, akkor ez leirhaté tigy, mintha a géneknek egymastol fliggetleniil
lenne fitnessz elénye-hatranya.

Ezek szerint, részletesebb informécié hianyaban a fentiek elkalmazandok egy szexudlis populé-
ciéban is, azzal, hogy a neutrasis mutans fixalodasanak varhato ideje 2N helyett 4.V.

5. Genetikai ora

Legyen p a nem-hatranyos mutacio valoszintisége a genom egy szakaszan. FEgy N létszamu popu-
lacidoban generdcionként p/N szadmi nem-hétranyo mutans jelenik meg. Ezek talnyomé tobbsége
neutralis, mivel az el6ny6s mutansok ritkdk. Tekintve, hogy a neutralis mutansok 1/N hanyada
fixalodik, p a valosziniisége egy olyan muténs megjelenésének, amely a végiil fixalodik.

A fixal6do mutansok tehat egy allando, a populaciomérettsl fiiggetlen rataval érkeznek. Ezek
felhalmozodasa révén valtozik a genom-szekvencia, illetve valnak a szekvencidk kiillonbo6z6vé a péar-
huzamos leszarmazasi vonalakon. A zsekvencia-Gsszehasonlitdsok ily moédon alkalmasak a szétvalas
Ota eltelt id6 becslésére.

Fontos megjegyezni, hogy a nem-hatranyos mutédnsok aranya a Osszes mutansok kozott génrdél
génre valtozik, nagysagrendet is.



