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Exponenciális csökkenés, halálozás, (radioaktív) bomlás
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Kisülő kondenzátor: RC időállandó
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Relaxáció, egyensúlyhoz közeledés jellemzően ilyen!

𝑈0



Logisztikus növekedés

d𝑁

d𝑡
= 𝑟 𝑁 𝑁 = 𝑟0 − 𝑎𝑁 𝑁 = 𝑟0𝑁 − 𝑎𝑁2 = 𝑟0 1 −
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Alle hatás

Egy dimenziós folytonos dinamika mindig olyan, hogy stabil és instabil fixpontok felváltva helyezkednek el!



Lotka-Volterra préda-predátor modell
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= 𝑎 − 𝑏𝑃 𝑁

𝑑𝑃

𝑑𝑡
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Valóságban:

Predátor izoklína

Préda izoklína

Dinamika



Funkcionális válasz: táplálékfelvétel

𝜌 𝑅 = 𝛽𝑅

Holling I

Holling II

𝜌 𝑅 =
𝛽𝑅

1 + 𝛽𝑅𝑇ℎ
= 𝜌max

𝑅

𝑘 + 𝑅
= ቊ

𝛽𝑅, ha 𝑅 ≪ 𝑘
𝜌max, ha 𝑅 ≫ 𝑘

(telítődés)
(lsd. Michaelis-Menten kinetika)
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𝛽𝑇ℎ

handlig time

𝜌max =
1

𝑇ℎ
,

Magyarázat:
Egységnyi keresési idő során talál 𝛽𝑅 számú táplálékot, és mindegyikkel 𝑇ℎ ideig foglalkozik. 
Így 𝛽𝑅 számú táplálék megszerzésére összesen 1 + 𝛽𝑅𝑇ℎ időt fordít.

táplálék koncentráció

táplálék felvétel



McArthur-Rosenzweig modell
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− 𝑢 𝑃

Stabil fixpoint

Instabil fixpont
Préda izoklína

Határciklus
(stabil)

Predátor izoklína

stabilizál destabilizál

Meglepő: K növelése destabilizál (paradox of enrichment)

Két dimenziós folytonos dinamában (stabil, vagy instabil) határciklus is előfordulhat!

Préda:

Predátor:



Kaotikus dinamika

Káosz 4 dimenzióban, kettős inga:
https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum

Káosz 3 dimenzióban, Lorentz attraktor (időjárás):
https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system

Káosz diszkrét idejű 1 dimenzós dinamikban:
Diszkrét logisztikus populációnövekedés

𝑁𝑡+1 = 𝜆0 1 −
𝑁𝑡
𝐾

𝑁𝑡

https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_map

Attraktorok:
• Fix pont
• Határciklus
• Kaotikus (strange) attraktor 

𝑁𝑡+1 = 𝜆0 𝑁𝑡

https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum
https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_map


Ki jár jól a több cukorral?
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Kóli baci cukrot eszik.
Colpoda kólit eszik.

Ki jár jól, ha több lesz a cukor?



Ki jár jól a több cukorral?



Szervetlen forrás

d𝑅

d𝑡
= 𝑖 − 𝛼𝑅 = 𝛼 ෠𝑅 − 𝑅 forrás dinamikája

෠𝑅 =
𝑖

𝛼
forrás terheletlen egyensúlya

d 𝑅 − ෠𝑅

d𝑡
= −𝛼 𝑅 − ෠𝑅 𝑅 𝑡 − ෠𝑅 = 𝑅 0 − ෠𝑅 𝑒−𝛼𝑡



Forrás + fogyasztó

d𝑅

d𝑡
= 𝛼 ෠𝑅 − 𝑅 − 𝛽N𝑅𝑁

d𝑁

d𝑡
= γN𝛽N𝑅 − 𝑢N 𝑁

forrás dinamikája

fogyasztó dinamikája

𝑅∗ =
𝑢N

γN𝛽N

𝛼 ෠𝑅 − 𝑅∗ =𝛽N𝑅∗𝑁e 𝑁e =
𝛼

𝛽N

෠𝑅 − 𝑅∗

𝑅∗

fogyasztó egyensúlyi forráskoncentrációja

forrás terhelt egyensúlyi pontja

A fogyasztó egyensúlyi létszáma ෠𝑅 − 𝑅∗-vel arányos.



Forrás + 2 trofikus szint
d𝑅

d𝑡
= 𝛼 ෠𝑅 − 𝑅 − 𝛽N𝑅𝑁

d𝑁

d𝑡
= γN𝛽N𝑅 − 𝑢N 𝑁 − 𝛽P𝑁𝑃

d𝑃

d𝑡
= γP𝛽P𝑁 − 𝑢P 𝑃

szervetlen forrás

préda

predátor

𝑁∗ =
𝑢P

γP𝛽P
predátor „𝑅∗”

𝑅e =
𝛼

𝛼 + 𝛽N𝑁∗
෠𝑅 forrás terhelt egyensúlyi pontja

𝑃e =
γN𝛽N𝑅e − 𝑢N

𝛽𝑃
predátor egyensúlyi pontja

Növekvő ෠𝑅 növeli 𝑅e-t és 𝑃e-t, de változatlanul hagyja 𝑁∗-ot!



Egyre hosszabb láncok…

Wollrab et al. 2012Scheffer 1999
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𝑆

𝑁
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d𝑅

d𝑡
= 𝛾𝐼

A legegyszerűbb járványtani modell: SIR

Susceptible:

Infected:

Resistent:

𝑁 = 𝑆 + 𝐼 + 𝑅 =áll., mert

d𝑁

d𝑡
=
d𝑆

d𝑡
+
d𝐼

d𝑡
+
d𝑅

d𝑡
= 0

(Pl. senki sem hal meg, nincs előzetes immunitás, stb.)

𝑆 𝑅

ℛ0 =
𝛽

𝛾
: egy fertőzött hány másik embert fertőz meg a járvány elején?

Járvány kitörésének feltétele: ℛ0 > 1

𝐼

Járványterjedés vége:             
𝑆

𝑁
=

1

ℛ0

ℛ =
𝑆

𝑁
ℛ0: egy fertőzött hány másik embert fertőz meg (bármikor)?

ℛ

Járvány terjed: ℛ > 1

COVID-19:

ℛ0~2.5
𝑆

𝑁
~0.4

𝑆

𝑁
~0.25ℛ0~4Brit mutáns



Olaszország
Kumulált esetszám

Kumulált esetszám
log skálán

Napi új esetszám

A járvány lelassulása NEM
a SIR-model-beli telítődés,
mert nagyon messze vagyunk
a nyájimmunitás kialakulásától!

A lelassulás a kijárási 
korlátozások következménye!

(2020.04.14.)

https://coronavirus.jhu.edu/map.html

https://coronavirus.jhu.edu/map.html


https://www.leopoldina.org/uploads/tx_leopublication/2020_
04_08_2ad_hoc_statement_coronavirus_en_final_01.pdf

https://www.leopoldina.org/uploads/tx_leopublication/2020_04_08_2ad_hoc_statement_coronavirus_en_final_01.pdf


Katasztrófa forgatókönyv:
Megszüntetjük a kijárási korlátozásokat
Minden további intézkedés nélkül:
Az esetszám felrobban.

Ideális forgatókönyv:
Megszüntetjük a kijárási korlátozásokat
+ Maszkviselés + kontakt követő app + tesztelés + stb.
A járvány lecsillapítható.

A Dél-Koreai példa:
Ők már megcsinálták.
A valóság az, hogy a sikeres járványcsillapítás
sem tudja a teljesen megszüntetni az új fertőzéseket.

(Az A és B ábra Németországra vonatkozik.)

Mi lesz a korlátozások feloldása után?



COVID-2 járvány olvasnivalók

Imperial College, London jelentés, 2020. III. 16.:
https://www.imperial.ac.uk/media/imperial-college/medicine/mrc-gida/2020-03-16-COVID19-Report-9.pdf

Lancet COVID-19 task force az új vírus-változatokról:
Link

Vírus mutációk követése:
https://nextstrain.org/

Pueyo: The Hammer and the Dance:
https://medium.com/@tomaspueyo/coronavirus-the-hammer-and-the-dance-be9337092b56

https://www.imperial.ac.uk/media/imperial-college/medicine/mrc-gida/2020-03-16-COVID19-Report-9.pdf
https://static1.squarespace.com/static/5ef3652ab722df11fcb2ba5d/t/605123463d32dd183324b93b/1615930182510/NPIs+TF+Policy+Brief+March+2021.pdf
https://nextstrain.org/
https://medium.com/@tomaspueyo/coronavirus-the-hammer-and-the-dance-be9337092b56

