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1. Bevezetés

Jelen dolgozat kiegészités dr. Meszéna Géza Elméleti evoliciobiologia cimii eladaséhoz, és az
oran is targyalt populaciodinamika egyik kérdéskorébe ad mélyebb betekintést. Ez nevezetesen a
predator-préda modell szimulacioja.

Egy révid attekintés utédn, melynek célja, hogy az irés az el6adas nélkiil is megalljon laban, ko-
vetkezik a Lotka-Volterra-modell ismertetése, majd szimuléciéja harom kiilonb6z6 modellvariaciora.

Az els6 az eredeti modell, ahol szemléltetem annak hidnyossagait.

A masodik mar egy javitott modell logisztikus novekedéssel és II. tipusu funkcionélis valasszal.

A harmadik szimulacio pedig egy olyan esetet vizsgal, amikor a rendszerbe kiviilrél préda és/vagy
predator aramlik be, igy elvileg sosem halnak ki és az egyenletrendszer numerikusan stabilabb.

2. Modellek a populacié novekedésére

A populécidédinamika sziiletésének ideje nehezen definidlhato, egyesek Thomas Robert Malthus
An Essay on the Principle of Population cimt, 1798-ban kiadott mtivéhez kotik, mely nagy hatassal
volt kortarsaira, bar konkrét matematikai modellt nem fogalmazott meg, inkabb filozofiai oldalrol
kozelitette a kérdéskort. Ha a tudomanyég sziiletését Malthushoz kotjiik is, abban biztosak lehetiink,
hogy magaval a populdciénovekedéssel mar joval korabban foglalkoztak a korai matematikusok.

2.1. A Fibonacci-szamok és a nyulak

Fibonacci E] 1202-ben kiadott Liber abaci cimi konyvében a tizes szamrendszer és az arab mate-
matika ismertetése mellett a nyulak idealizalt szaporodésénak egy lehetséges matematikai megoldasat
is leirta.

A probléma egy ujszilétt nyualparbol indul ki, majd feltételezi, hogy minden nyulpéar sziiletése
utan két honap milva termékeny lesz, és az ezt koveté honapokban egy-egy tovabbi nytulpart hoz
vilagra. Képletben felirva:

Fn+1:Fn+Fn72 = Fn:anl—i_anQ (1)

ahol n a honapok szama és F) = Fy, = 1 rogzitett értékek. Zart alakja a Binet-formula:
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Az [1} abran lathato, hogy mennyi id6 alatt érné el egy, a Fibonacci-modell szerint szaporodo
populéci6 a 2 - 10%-es népességszamot.

2.2. Euler exponencialis modellje

Leonhard Euler, Introductio in analysin infinitorum cim, 1748-ban publikalt mtvében a kovet-
kez6 populacidodinamikai modellt allitja fel:

Pn+1:Pn(1+r> = Pn:P0(1+T)n (3)

ahol n méar az évek szama, r > 0 pedig a népesség évenkénti novekedési ratdja. A gyorsan szaporodd
nyulak péld4djanal maradva, ha Py = 2, és r = 0.55, az [I] &dbran lathato, hogy mikor érnék el az
10%-es egyedszamot.

! Eredeti nevén Leonardo di Pisa, a Fibonacci név feltételezhetGen a konyve cimében hasznalt ,filius Bonacci”
roviditése. [11]



2.3. Verhulst logisztikus modellje

Frangois Verhulst 1845 koriil kortarsai publikacioit is megfontolva megalkotta logisztikus modelljét
Pl mely az alabbi alakban irhato fel:
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dt K K

dg P p P

Sk _,E(1_Z = 4
dt TK<1 K) [T= % @)
j—f:rx(l—x)

ahol r az éves novekedési rata, K pedig az eltartoképesség. A differencidlegyenlet megoldasa [8]:
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1. abra. A Fibonacci-, Euler- és a logisztikus-modell 6sszehasonlitdsa. Mindharom esetben ~ 10°
egyedszamig futott a szimuldci6. r = 0.55 (nagyon szapora nyulak), K =5 -10°, Py = 2

2 A modell neve a francia ,logistique” sz6bol szarmazik, melyet egy ideig szinoniméajaként hasznéltak a logaritmikus

francia megfelel§jének, igy egyes forrasok [10] feltételezik, hogy ez a szandék &llt a névvalasztas mogott, amit Verhulst
sosem indokolt meg.



3. Populacidk kolcsonhatasa

Az eddig targyalt populaciondvekedési modellek még csak egy populaciora érvényesek, tehat egy-
mastol teljesen fiiggetlentil gyarapodnak az azonos teriileten él6 fajok. A logisztikus modellben mar
szerepel maximalis egyedszam, de ez tovabbra sem a tobbi populécidval valoé kolcsonhatas eredménye,
hanem egy statikus, kdrnyezeti korlat.

A kovetkez6 1épés, hogy valahogyan kapcsolatot teremtsiink az azonos teriileten €16 fajok kozott.
Alapvetden két kolesonhatasra gondolhatunk, az egyik, mikor a két faj predéator-préda kapcsolatban
all, a masik, ha tobb faj verseng egymaéssal egy adott taplalékért. Mindkét esetben a Lotka-Volterra-
modell j6 kiindulasi alap. Mi a tovabbiakban csak az elsd, predator-préda kolesonhatast vizsgaljuk.

3.1. Lotka-Volterra-modell

1925-ben Alfred Lotka (névényfajt és novényevs fajt vizsgalva) és téle fiiggetleniil Vito Volterra
(az Adriai-tenger halpopulaciojanak vizsgalataval) egy olyan differencidlegyenlet-rendszerre jutottak,
mely periodikus viselkedést mutatott:

T =x(a— by)
Y =y(—c+dx)

(6)

ahol a, b, ¢, d pozitiv szamok és a kovetkezs jelentéssel birnak:
e a a préda maximalis novekedési ratéja, ha nem vadaszna ra ragadozo (korabbi r),
e ¢ a ragadozoszam csokkenésének mértéke élelem (préda) hidnyaban,
e b a prédak szamanak csokkenési rataja ragadozo jelenlétében,

e d pedig a ragadozok szamanak novekedése, ha van préda.
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(a) Lotka-Volterra differencialegyenletek idéfejls- (b) Lotka-Volterra differencialegyenletek megol-
dése a = b=c=d =1 esetén. g a prédak, yy a dasa az (zy) sikon. (1;1) és (0;0) stabil fixpon-
ragadozok kezdeti szama. tok.
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A rendszer fixpontjait megkapjuk, ha az egyenleteket 0-val tessziik egyenl6vé:
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ebbdl az egyik fixpont (¢/d;a/b), a mésik pedig a trivialis origo (0;0).

A 2l 4bran lathatdé a Lotka-Volterra-egyenletek megoldasa a = b = ¢ = d = 1 paraméterek
esetén kiilonboz6 kezdeti populaciokra (g és yo). Erdemes a bal oldali grafikont 6sszehasonlitani a .
abréval, melyet a Hudson Bay Company készitett majdnem egy évszazadot felélels adataibol.
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tervallumon at. Az adatokat a Hudson Bay Company szérmekereskedelmi adataibol allitottak Ossze.
Forrés: [9]

A Lotka-Volterra modell maig a leggyakrabban hasznélt megkdzelités a populaciddinamikaban.
Egyszertisége ellenére a tiszta predator-préda eseteket meglep&en jol leirja (lasd a . abrat), s kisebb
kiegészitésekkel tovabbi esetekben is bevethetévé valik, melyre a kovetkezé részben maris lathatunk
egy példat.

3.2. Logisztikus novekedés II. tipust funkcionalis valasszal

A Lotka-Volterra-modell a fentiek alapjan szinte tokéletesnek latszik, am val6jaban megvannak
a maga korlatai.

Egyik ilyen probléma az, amit a [2] dbran latunk: ha a predator kezdeti értéke 0, a préda expo-
nencialis névekedésbe kezd, melynek semmi sem szab hatart. Ennek megoldésa, ha a szorzo6 helyett a
logisztikus névekedési modellre tériink at, melyet az el6z6ekben targyaltunk. Exponencialis névekedés
helyett igy a préda egy ,S-alaku” gorbével fog K eltartoképességhez konvergélni.

Egy masik hianyossaga a Lotka-Volterra-modellnek, hogy mindent azonnalinak vesz. A ragadozo
nem keresi dldozatat, nem emészti meg, nem lakik jol téle és a reprodukcio is instant esemény. Ezt
részben orvosolja, ha bevezetjiik az un. II. tipusi funkcionalis valaszt.

A funkcionélis és numerikus valasz fogalméat Solomon vezette be 1949-ben. Egy masik, kevésbé
matematikus elnevezés a viselkedési és reproduktiv valasz. ElGbbi a ragadozo6 étvagyat irja le a préda
gyakorisaganak (avagy stirtiségének) fliggvényében. Ez a Lotka-Volterra-modellben az f(z) = d - x,
azaz linearis fiiggést. Crawford Stanley Holling — egy masik 6kologus — ezt I. tipusti funkcionalis
valasznak nevezte el. A II. tipusi valasz hiperbolikus alaku fliiggvénnyel modellezi a predator étvagyat,
mig a III. tipusu egy szigmoid fliggvénnyel EL

A TI. tipusu valaszfiiggvény [6] alapjan:

db

d = 8
1+ b- Tkezelési - x ( )

Igy a modositott Lotka-Volterra-egyenletek:

3 Maganak a logisztikus egyenletnek a megoldésa is egy szigmoid (S-) alaki fiiggvény. Az elbbiekben logisztikus-
egyenlettel korlatoztuk a préda szaporodésat, de ez nem Osszekeverendd a predator funkcionélis valaszaval.
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ahol Tieeesi @z az id6, amire a predatornak sziiksége van a préda megtalélasa és tjabb préda keresé-

sének megkezdése kozott. r és K a korabbrol ismert ndvekedési rata és eltartoképesség, b, d, ¢ pedig

tovabbra is pozitiv értékek a mar ismertetett jelentéssel.

Az 14j egyenlet fixpontjai:

Y=y cy
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Két szimulacio eredményét a [l abra mutatja.

xr =

¥0=27,273, yg=28,099 N %0=77,273, yo=46,694
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(a) Instabil fixpontbol hatarciklusra kispiralozo (b) Hatarciklusra feltekeredd spiral. r = 0,2, b =
dinamika. r = 0,2, b = 0,01, ¢ = 0,15, d = 1, 0,01,¢c=0,17,d = 0,9, K = 180 és Tiegelesi = 4-
K =120 és Tkegelesi = 3, mint [3]-ben.

4. 4bra

3.3. Mobdositott Lotka-Volterra-modell kiilsé forrassal

Utolso lépésként egy kis perturbéciot adunk a rendszerhez, mely hatasara x és y még akkor is no-
vekszik, ha stabil fixpontban van. Ez megfelel egy nem teljesen zart rendszernek, ahova a szomszédos
rendszerekbdl at tud dramolni préda és ragadozd. Az Gj egyenletek:
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Az [0 abran az instabil fixponta szimulaci6 viselkedését latjuk, ha egyre nagyobb a kiils§ hatas.
A (0,0) fixpont varhato modon instabilla valt, a korabbi instabil fixpont mellett pedig megjelent egy
stabil fixpont (illetve kornyezet, mivel egzakt fixponton méar nem tud megmaradni a rendszer, csak
akoriil oszcillalni), melyhez azonban csak kellen nagy bearamlas esetén konvergal a populacioarany.
e = 0,01 és 0,1 mellett még mindig inkabb egy hatéarciklusra tekeredik ra a rendszer.

A[6] abran a masik, vonzo hatarciklussal rendelkezd rendszer véalaszat lathatjuk. Itt a bearamlas
egyértelmien a hatéarciklus sugarat noveli, a rendszer alapvetd viselkedése viszont nem valtozott.
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abra. A (a) abra parameétereivel, kiilonboz6 bearamlassal €, = ¢, = {0,01;0,1;0,5;1}. Az (a)
abréan (0;0), a korabbi stabil fixpontbdl indul a rendszer, mig (b) abréan a korabbi instabil fixpontbol,
(27,28)-bol. Az egymést metsz6 gorbék még a korabbi, kiilss forras nélkiili egyenlet szerinti fixpontot
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abra. A @/(b) abra paramétereivel, kiilonboz6 bearamlassal €, = ¢, = {0,01;0,1;0,5}. Az (a)
abréan az origobol indul a rendszer, mig (b) dbran a korabbi stabil fixpontbol, (77,47)-bél. Az egymast
metsz6 gorbék még a korabbi, kiils§ forras nélkiili egyenlet szerinti fixpontot jelolik.



4. (")sszegzés

Dolgozatomban bemutattam a populacidédinamika elsé modelljeit, majd az 1925-ben kitalalt, ma
is jo kiindulasi alapnak tekinthetd Lotka-Volterra-modellt és annak tovabbi variansait.

A latszat ellenére a Lotka-Volterra-egyenletek nem tul stabilak, sokaig tart megfelel6 paraméte-
reket talalni, melyekkel a 4-edrendi Runge-Kutta modszer spiralis vagy periodikus eredményt ad, s
nem csak elszall K-ba vagy bekonvergal 0-ba.

Az utolso részben targyalt kiilsé forras novelte a stabilitast, s jobban kozeliti a valésagot, mint a
zart rendszertd modellek, am ez sem tokéletes. Tovabbi kutatasra lenne sziikség ahhoz, hogy meghaté-
rozzuk, mekkora kiils§ préda és predator bearamlas realis, hogy e két érték fliggetlen-e vagy aranyuk
allando és hogy hogyan fejlédik a rendszer tovabbi paraméterek és bearamlési értékek mellett.
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