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El6sz6

Ez a kis jegyzet fejezeteket mutat be a fizika azon teriileteibdl, melyre egy biologushallgatonak
sziikséges lehet kiilonbozd diszciplindk fizikai alapjainak megértése soran. Ezért nem is torek-
szik — teredelmi korlatai miatt nem is torekedhet — a teljességre. Minden fejezetbdl csak annyit
mutat be, ami a sziikséges fizikai kép kialakitasdhoz elég és dnmagaban 6sszefliggd. Bizonyos
teriiletek — kiilonosen a kvantummechanika szemlélete — nem konnyt, a klasszikustol eltérd
gondolkodasmoédot kivan meg. Nem biztos, hogy minden mar az els6 olvasaskor nyilvanvalo
lesz, viszont ,fair play”-t igériink: sehol nem mondjuk azt, hogy ,Nyilvanvalo, hogy...” ahol a
szobanforgd dolog bonyolult.

Az érinthets témateriiletek nagysigat az elvarhatdo matematikai tudés is korlatozta. Min-
denhol csak a sziikséges mértékig, a gimnaziumi anyagot sokkal meg nem haladé mértékben
hasznaljuk — megkdnnyitendd a tanuldst, és remélve, hogy igy tobb energia marad a fizikai
tartalom megértésére.

Ez a jegyzet nulladik kiadasa, igy biztosan nem mentes sem az elgépelésektdl, sem az eset-
leges, értelemzavaré részektdl. Kérjiik, hogy a megtaldlt hibakat — és a felmeriils otleteket,
véleményeket — a szilagyi@angel.elte.hu elektronikus levélcimen jelezzék, azokat egy ké-
s6bbi kiadasban figyelembe fogjuk venni. (A esetleges nagyobb megtalalt hibdk jegyzéke a
letoltés helyén olvashato.)

J6 tanulast és eredményes munkat kivan:
a szerzl
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1. fejezet
Elektrosztatika

1.1. Alapfogalmak

Az elektrosztatika nyugvo elektromos tolté-
sek! keltette terekkel foglalkozik. Ez a tér, az
elektrosztatikus tér, amely mas nyugvo tolté-
sekre hat. Ezt a kdlcsonhatast elektrosztatikus
kolcsonhatasnak nevezik?.

1.2. Az elektromos térerds-

P

ség

Az elektromos allapotban 1évS (elektromosan
toltott) test maga koril elektrosztatikus te-
ret kelt, amely tér hat mas, nyugvo elektro-
mos toltésekre. Ennek szamszertsitésére beve-
zethetjiik a térerdsség fogalmat, mely az egy-
ségnyi, nyugvé pontszerd pozitiv toltésre hato
elektrosztatikus erével egyezik meg:

F N| |V
2 o)l

A tér erGssége akkor 1 %, ha 1 C nyugvo
toltésre a tér 1 N erst fejt ki. Mivel az erének
irdnya is van — ahogy az a definiciébol is nyil-
vanvalé — a térerdsség vektormennyiség, ira-

E= (1.1)

LA ,t5ltés” sz6 eredete tudomanytdrténetileg érde-
kes. A korai kisérletezdk az elektromos mezd§ (t6l-
tés) megjelenésekor — t6bb mas kozott — detektaltak
az apré kisliléseket, szikrakat. Ezeket ko6zos t6r6l vél-
ték eredezni a l6fegyverek torkolattiizével, igy a tes-
tek szikraadasra képes elektromos allapotot olyannak
tekintették mint a fegyver t6ltott allapotat. Innen a
,t01tés” elnevezés, (vO. angol charge).

2Ha a toltéshez képest mozgunk, elektromos tere
(részben) magneses térré transzformalodik, ennek tar-
gyaldsa nem része a jegyzetnek. Ha a toltésaram-
las lassu, akkor jorészt csak elektromos teret érzéke-
liink, ezek a kvazistatikus terek. A késGbbiekben csak
(kvazi)statikus terekkel foglalkozunk.

nya a felléps er6 irdnyaba mutat. Ezek alap-
jan az elektrosztatikus tér minden egyes pont-
jéba felvehets a térerdsség vektor, igy kialakul
a tér elképzelését megkonnyits térerévektor-
mezS. Ennek a vektormezének az érint6halo-
zata (azaz azok a gorbék, melyeknek minden
pontjukban érint6jiik az adott helyen 1évé tér-
erévektor) a térerGvonal-, vagy réviden erévo-
nal rendszer, lasd 1.1. abra.
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1.1. abra. Térerdvektorok és térerévonalak

A térer6vonalaknak nincs fizikai realitasuk,
csak a mez6 elképzelését megkonnyité mate-
matikai konstrukciok.

A térerdvonalak mindig pozitiv toltésbol
indulnak €s negativ toltésbe futnak be,
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tehat a térerGvonal — a fenti megallapodas sze-
rint — a pozitiv toltésre hato ers iranyaba mu-
tat. A fentiek alapjan az elektrosztatikus tér
egy pontjaba helyezett pozitiv toltésre az ott
1év6 erGvonal érintGjének irdnyaba mutato erd
hat. Negativ toltésre az er ellentétes iranyt.

Az elektromos tér homogén, ha minden
pontjdban azonos nagysigu és iranya a tér-
erésség (ekkor az er6vonalak azonos strtség,
parhuzamos egyenessereget alkotnak), egyéb-
ként a tér inhomogén.

Példa

Rajzoljuk fel egy pontszerd negativ toltés és
két azonos nagysagu pontszerid pozitiv toltés-
rendszer (dipolus) erévonalképét — jellegre he-
lyesen.
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1.2. dbra. + — + dipdlus erévonalképe (A fel-
adat megolddshoz.)

(Segitség: Mivel a ponttoltés tere gdmbszim-
metrikus, igy minden iranybodl azonos strd-
séggel futnak bele az er6vonalak. Ha a tol-
tés nagy, tobb erévonalat rajzolunk. A dipo6-
lus er6vonalképének megrajzolasakor az alabbi
altalanos elveket vegyiik figyelembe: minden
egyes pontba letett pozitiv egységtoltésre (a
probatoltésre) két erd hat, ezek irdnya a di-
polus egyik toltésén és a probatoltésen atfek-
tetett egyenesen van, és a felléps erd ott na-
gyobb, ahol a tavolsag kisebb. Figyelembe
véve még azt, hogy a rendszer szimmetrikus
a toltéseket Osszekotd egyesen felezémerdGlege-
sére, fel tudunk venni elegend§ szamu erévo-
nalvektort, majd ezek érintGiként elGallnak az
erévonalak.)

1.2.1. Elektromos fluxus

Az E elektromos tér egy adott A nagysagu fe-
liletre vett fluxusa, abban az esetben, ha a
tér homogén, és az er6vonalak merélegesek a
feliiletre:

o = A, (1.2)

azaz a térerGsség és a kérdéses feliilet szorzata.

Ha a tér tovabbra is homogén, de a feliilet
nem merdleges a térerdsségvektorokra, hanem
a feliilet normalisaval o szoget zar be, akkor
a térerévektoroknak csak a feliiletre meréleges
komponense ad jarulékot a fluxushoz, azaz a
fluxus (lasd 1.3. abra):

& =FAcosa (1.3)

A fenti kifejezést ugy is értelmezhetjiik,
hogy homogén tér fluxusanak szamitasahoz
csak a feliilet erGvonalakra meréleges vetiilete
ad jarulékot — amint lathato a két értelmezés
azonos eredményre vezet.

Bevezetve a feliilet normalvektorat, amely-
nek nagysiga a feliilet nagysagaval egyezik
meg, irdnya pedig merdleges a feliiletre, a ho-
mogén tér fluxusara egy egyszertibb alakot
kaphatunk. Legyen A a feliilet normalvektora,
E pedig a térer6sség vektor. Ekkor a fluxus:

P=E-A (1.4)

A fluxus mértékegysége a definiciobol faka-
doan: [V-m=Weber=Wb]. 1 Wb tehat annak
az 1 m2-es feliiletnek a fluxusa, amely az 1 %
nagysagi homogén elektromos térben az erd-
vonalakra meré6legesen all.

A fluxus jobb megértését segitheti egy &ramlastani ana-
logia. Tegyiik fel, hogy folyadék v sebességgel homogén
(laminaris®) moédon aramlik. Ekkor ha kivalasztunk az
aramlasban egy olyan A meéretd sik feliiletet, amelyen a
folyadék merGlegesen aramlik at, akkor az egységnyi id§
alatt a feliileten ataraml6 folyadékmennyiség: vA. Ha a
feliiletet megdontjiik, Ggy, hogy normaélvektora a folya-
dék sebességével o szbéget zarjon be, akkor az ataramlod
folyadéktérfogat mar csak vAcosa, vagy a feliillet nor-
malvektoraval megadva: v - A. Hataresetben, ha a feliilet
parhuzamos az dramlasi irannyal (azaz normalvektora me-
r6leges a sebességvektorra) az Ataramloé mennyiség nulla,
a folyadék sebességfluxusa nulla.

Példa

Tekintsiink egy E = 15% nagysagi homogén
elektrosztatikus teret. Legyen ebben, egy for-
gathat6 15 cm? nagysagu feliilet, mely elGszor

3Ez azt jelenti, hogy minden folyadékrész sebessége
azonos nagysagu és iranya.
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1.3. abra. Homogén tér fluzusdnak szamitdsd-
hoz

0%, majd 30°, 60°, 90%-ot zar be az erévona-
lakkal. Szamitsuk ki a fluxust a fenti négy
esetben!

Els6ként hatérozzuk meg a feliilet normal-
vektoranak és az er6vonalaknak a sz6gét. Ezek
rendre: a = 90°, 60°, 300, 0°. Ezek alapjan
a fluxusok:

$, = EAcos90° =0 Wb
N
Py = EAcos60’ =15—1,5-102m?.0,5 =
m
=0,01125 Wb

N

$3 = FAcos30° =15—1,5-10"3 m?- V3
m 2

=0,01949 Wb

®, = EAcos0’ = 0,0225 Wb

Abban az altalanos esetben, ha a tér inho-
mogén, a feliiletet olyan kis AA feliiletegy-
ségekre (hataresetben: feliiletelemekre, dA)
osztjuk, amelyeken a tér mar homogénnek te-
kinthetd, és ezekre a fenti moédon kiszamitjuk
az elemi fluxusokat. A teljes feliilet fluxusa
ezen elemi fluxusok Osszege:

@_ZA:E-AA_/AE-dA (1.5)

1.2.2. Gauss-torvény

A Gauss-torvény — méas néven Maxwell 1. tor-
vénye —, az elektrosztatika alapaxiémaja , min-
den tovabbi eredmény, amire sziikségiink lesz,
ebbdl vezethetd le. A toérvény kapcsolatot te-
remt egy zart feliiletre vett fluxus és a feliiletbe
bezart toltésmennyiség kozott:

o Tv@
€0
ahol >, Q a zart felillet &ltal hatarolt
V'  térfogatba bezart Osszes toOltés, mig
€0 = 8,85 10’12% pedig a ,yakuum dielekt-
romos allandéja” — az elnevezés magyarazata
késGbb.

(1.6)

A torvény megértéséhez nyujt szemléletes
segitséget a 1.4. abra.

1.4. abra. A Gauss-térvényhez

Figyeljiik meg, ha a térfogat nem zar be tol-
tést (Q = 0), akkor minden belépd erévonal-
nak ki kell 1épnie — hiszen erévonalak csak to6l-
tésen kezdSdhetnek illetve végz&dhetnek —, igy
a teljes fluxus is nulla (d. eset). Ha a bezart
toltések azonos nagysaguak, de ellentétes els-
jeliiek — azaz a netto toltés zérus, (3, Q = 0)
—, ugyanannyi erGvonal 1ép ki a feliiletbdl mint
amennyi belép?, igy a feliiletre vett teljes flu-
xus nulla (c. eset). Ha csak egy toltés van a
feliileten beliil, akkor — a toltés elGjelétsl flig-
gben —, pusztan be- (illetve ki-)1ép8 erévona-
lak vannak, igy a fluxusbél egyértelmien ado-
dik a bezart toltés (b. eset). Ha két tolteés

4 Az er6vonalak toltésen kezddnek és toltésen veg-
z6dnek, valamint mivel a toltések nagysaga azonos, igy
ugyanannyi indul ki az pozitivbol, mint ahany befut a
negativba.
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van a feliiletben, és az egyik toltés nagyobb,
mint az ellentétes — azaz a bezart nettd toltés
nem nulla, (3, @ # 0) —, tobb a feliiletbsl ki-
futo (feliiletbe befutd) erévonal, igy a térfogat
nettd pozitiv (negativ) toltése tovabbra is egy-
értelmii kapcsolatban van a feliilet fluxuséval.
T6bb toltésre a fenti meggondolas kdnnyen al-
talanosithato.

Igy a Gauss-torvény szemléletes képe az
alabbi:

tetszdleges zdrt felilet flurusa egyértelmien
meghatdrozza a felilet dltal hatdrolt térfogatba
bezdart toltések eldjeles dsszegét.

Példa

A torvény jobb megértéséhez szamoljuk ki a
Gauss-torvény segitségével egy ) nagysagu
ponttoltés térerejét téle R tavolsaghan!

Tekintslink egy olyan R sugarta gombot,
melynek kozéppontjdban van a toltés. Mi-
vel ez egy toltést koriilvevs zart feliilet, alkal-
mazhatjuk a Gauss-torvényt. A fluxus kisza-
mitasa ebben a szimmetrikus helyzetben egy-
szerd, ugyanis a térerévektorok merglegesen
dofik a gomb feliiletét, és strtségiik (a gdomb
feliiletén) allando, tehat a homogén esetre al-
kalmazhat6é (1.2) médon szamithatjuk a flu-
xust. A gomb feliilete: 4R?7, igy

& = AR’7F

ahol E a keresett térerGsség. A feliiletbe be-
zart toltés @, igy alkalmazva a torvényt:

1
Q _ Q

b == = v
€ 4deg R?

A példa alapjan kimondhatjuk, hogy @
nagysagu pontszerd toltés térereje, a toltéstsl
r tavolsagban:

E(r) = 1 Q

4dmeq 2

(1.7)

irdnya sugariranyd, valamint pozitiv toltésnél
a toltéshbdl kifelé, negativ toltés esetén befelé
mutat. Az ilyen tipusu terek neve: centrdlis
erdter.

1.2.3. Coulomb-térvény

Hatarozzuk meg, hogy egy nyugvd @ toltés
mekkora erét fejt ki egy téle r tavolsaghan 1évs
nyugvo Q' toltésre. A (1.7) kifejezés megadja
a keltett térerGsség nagysagat, mig (1.1) alap-
jan az er6 nagysaga: F' = EQ'. Ebb6l kovet-

kezGen:
1 QQ

dmeg 127

(1.8)

azaz a jol ismert Coulomb-térvényt kapjuk
eredményiil. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy
eddigi kifejezéseink csak wvakuumban érvénye-
sek, egyéb esetekrdl a késGbbiekben lesz sz6!

Példa

A sejtek atlagos méretének nagysagrendje a
mikrométeres mérettartomanyba esik. Sza-
mitsuk ki mekkora elektrosztatikus erdt fejt ki
1pm tavolsagbol egymasra két elektron.

A Coulomb-torvény alapjan:

2 2 (1,6-1071°C)"
o L@ gL ) _
dmeg 2 C? 10—6m?2
=23-1002 N (1.9
1.2.4. Elektromos potencial és
fesziiltség

Mivel az elektromos tér a toltésre erét gya-
korol, igy — ha a toltés a tér hatasara el tud
mozdulni — azon munkat is tud végezni. Eb-
bsl fakadoan az elektromos térben elhelyez-
ked6 toltésnek — helyzeténél fogva — ,elektro-
mos helyzeti energiaja” (potencidlis energidja)
van. Ennek az energidnak a megadisahoz —
onkényes moédon — rogziteniink kell egy alap-
szintet (nullszintet), ezen a szinten a toltések
energidja nulla. Egy adott @ toltés adott r
pontbeli £(r) elektromos potencialis energiaja
azzal a munkaval egyezik meg, amit a mez& vé-
gez a toltésen, mikdzben azt a kérdéses pont-
bol a nullszintre viszi.

Az elektrosztatikus tér egy r pontjanak ¢(r)
potencialjat ezek alapjan az aldbbiak szerint
definialjuk:

(1.10)
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Amint lathato

az r pontbeli potencidl mérdszima a pozitiv
eqységtoltés r-beli helyzeti energidjanak
mérdszamdval egyezik meg.

Egy elektrosztatikus tér azonos pontenciila
pontjai alkotta feliiletet ekvipotencialis (azo-
nos potenciala) felilletnek nevezziikk. Ekvipo-
tenciélis fellileten mozgo toltésen a mezd nem
végez munkat, hiszen a toltés potenciélis ener-
gidja nem valtozik az elmozdulas soran. A
mezd a legtobb munkat pedig agy végzi a tol-
tésen, ha azt az ekvipotencialis feliiletekre me-
r6legesen mozgatja. Amint az belathato a tér
egy adott pontjaban

a térerévektor merdleges az ekvipotencidlis
feliiletre.

1.5. abra. FEkvipotencidlis feliletek és térerd-
vonalak

Amint lattuk, a potencidl az egységtoltés r
pontbeli helyzeti (potencialis) energidja. (Ha
nem egységnyi toltéssel szamolunk, osztani
kell a t6ltés mérdszamaval.) Ahol a potencial
nagyobb, ott a tér nagyobb munkit végez a
toltésen, mikézben a nullszintre viszi.

Azonban lehetnek olyan esetek is, hogy a
toltést nem akarjuk a nullszintre mozgatni, ha-
nem arra vagyunk kivancsiak, hogy a mez6
mekkora munkat végez, mikézben a toltést egy
maésik (nem a nullszinten 1év6) r’ pontba viszi.
Jeloljiik ezt a munkdt Wy, -vel. Ezek utan
vezessiink be egy pontpdrra jellemzé mennyi-
séget, az r és v’ pontok kozotti fesziltséget, az
alabbi definicidval:

(1.11)

Az r pontnak az v'-hoz viszonyitott fesziltsége

tehdt megadja, hogy a mezd mekkora munkdt

végez az egységnyi pozitiv toltésen, mikdzben
r-bdl v/ -be viszi.

A kovetkezSkben hatarozzuk meg a fesziilt-
ség és a pontencial kapcsolatat. Amint az lat-
hato, ha a kérdéses toltést a tér elGszor az r
pontbol az r’ pontba viszi, majd az r’ pontbél
a nullszintre, akkor 6sszesen W (r,r’) + £(r’)
munkat végez rajta. Ez a munka természete-
sen egyenld azzal, mintha a toltés r-bél a null-
szintre menne, amikoris a munka £(r). En-
nek az egyenldségnek mindkét oldalat leosztva
a szallitott toltés nagysagaval, Q-val és atren-
dezve nyerjiik:

/ /
W(r, 1) _ E(r) E(r') (1.12)
Q Q Q

Felhasznalva a fesziiltség és a pontencial fenti
definiciéit, nyerjik:

Ulr,x') = ¢(r) — ¢(x'),

(1.13)
azZaz

eqy pontpdr fesziltségén a két pont
potencidljanak kilonbségét értjik.

A fesziiltség tehat a mez6t pontpdronként
jellemzi a munkavégzés szempontjabol. Minél
nagyobb a fesziiltség a két pont kozott, a mezd
annal nagyobb munkat képes végezni, mikdz-
ben a toltést Atviszi az egyik pontbol a ma-
sikba.

Egyszert példaként hatédrozzuk meg egy ho-
mogén tér két pontjanak (A, B) potencialkii-
16nbségét, azaz az U(A, B) fesziiltséget. Ha
A-bol B-be csak az erévonalakkal pdrhuzamo-
san kell haladnunk (lasd 1.6. abra a. része), a
tér altal végzett munka, mikézben a @ toltést
ataramoltatja:

W =Fd=EQd (1.14)
ahol d a két pont tavolsdga. Felhasznalva a fe-
sziiltség (1.11) definiciojat, a pontpar kozotti
fesziiltség:

U(A,B) = Ed (1.15)

Lahato tehat, hogy minél nagyobb a térerds-
ség illetve a két pont kozotti tavolsag, annal
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1.6. dbra. Homogén térben vett fesziiltség szd-
mitdsahoz

nagyobb a fesziiltség — ha az erévonalakkal par-
huzamosan haladunk!®

Ha nem az erévonalakkal parhuzamos egye-
nes mentén haladunk (lasd 1.6. abra a. része),
akkor a toltés utja felbonthatd az erdvonal-
lal parhuzamos és arra mergleges 6sszetevékre.
Az er6vonalakra merdlegesen haladva (ekvipo-
tencialis feliilet!) a tér nem végez munkat, te-
hat a fesziiltség szempontjabol csak a palya
er6vonalak iranyaba esG vetiilete szamit. A
pélya er6vonalak irdnyaba esé vetiilete d cos «,
igy a végzett munka:

W = EQdcosa (1.16)

ahol a a palyaegyenes és a térerévonalak altal
bezart szog. Ezek alapjan a két pont kozotti
fesziiltség:

U(A,B) = Edcosa (1.17)

A skalaris szorzat bevezetésével a feliras még
egyszertibbé tehets:

U(A,B)=E-d (1.18)

ahol d a palya irdnyaba mutaté, d hossztusaga
vektor.

Homogén térben, tetszGleges palyagorbe
mellett nyilvanvaléan csak a kezd6 és végpont
tavolsdganak erdvonalak iranyara vald vetii-
lete szamit a munkavégzés és igy a fesziilt-
ség tekintetében. Ezek alapjan kimondhat-
juk, hogy az elektrosztatikus mez6 konzerva-

tiv, azaz két pont k6z6tti munkavégzés (vagy

5A potencial kiszamitasahoz le kell rogziteniink a
nullszintet. Legyen ez — az er6vonalak irdnyaba es6
vetiiletre nézve — féluton a két pont k6zott. Ekkor az
egyik pont potencialja: £¢, mig a masikée: —£2 A két
pont potencialkiilonbsége (fesziiltsége), mint lathato:
Ed.

fesziiltség) szempontjabol irrelevans, hogy mi-
lyen dtvonalon jutunk el az egyik pontbol a
mésikba, hiszen csak a palya erévonalak ira-
nyaba esd vetiilete lényeges, azt pedig a rog-
zitett két pont egyértelmiien megszabja. Ez
olyan altalanos eredmény, mely nem homogén
elektrosztatikus mezdkre is igaz!

Példa

Fontos, és az atomfizikiban gyakran hasznala-
tos energiamértékegység az elektronvolt (eV).
Ekkora kinetikus energiara tesz szert egy (kez-
detben nyugvo) elektron, mikézben 1 V poten-
cialkiilonbséget fut be. Hatarozzuk meg az eV
értékét J-ban, valamint az elektron végsebes-
ségét!

Az elektronon a tér eU munkit végez, igy
annak energidja ennyivel novekszik. Tehét

1eV=1,602-10"*C-1 é

=1,602-107"J, (1.19)

azaz szamértékét tekintve az elektron toltésé-
vel egyezik meg.
Az elektron végsebessége eU = %mv2 alap-

jan pedig:
_[2eU
N m

A kovetkezSkben kapcsolatot teremtiink a
térerdsség és a potencidl kozott. Homogén
elektrosztatikus térben (1.15) és (1.13) alap-
jan ez a kapcsolat egyszerd:

Ad = ¢(B) — ¢(A) = —Ed

Amennyiben a tér nem homogén a kapcsolat
kicsit bonyolultabb. Eljiink azzal az egysze-
risits feltevéssel, hogy a térerdsség csak egy
adott  irAnyban valtozik, jelolésiinkkel: E(x).
Ekkor, ha csak egy nagyon kicsi Ax- szel moz-
dulok el egy adott pontbol, akkor a mezd alig
vdltozik, tehat jo kozelitéssel homogénnek te-
kinthetd, igy alkalmazhato a fenti kifejezés:

(1.20)

Ap=—E(x)Ax

Természetesen minél kisebb Az elmozdulaso-
kat teszek, a tér anndl inkdbb tekinthet§ az
adott elmozdulas mellett homogénnek, azaz a
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fenti kifejezés annél pontosabb. Hataresetben
elemi dx elmozduléas alatt a potencial Ag-vel
valtozik meg, tehat:

d¢
dz’
Amint lathat6é a térerdsség a potencial de-

rivaltjanak minusz egyszerese. Szemléletes je-
lentése a kifejezésnek az, hogy

E(z) = (1.21)

ahol a potencidl gyorsabban vdltozik, ott
nagyobb a térerdsség.

Altalanos palyagdrbe és a hellyel valtoz6 elektromos
térerdsség (E(r)) esetén a fesziiltség kiszamitasahoz a te-
ret olyan kis dr darabokon kell tekinteni, ahol homogén-
nek tekinthetd, és itt kell képezni az elemi elmozdulés és a
térerGsség skalarszorzatat: E(r) - dr. A teljes munka ezen
elemi elmozdulasok Gsszege (integralja) a két pont k6zott,
tehat a fesziiltség:

U(A, B) = /AB E(r) - dr (1.22)

A fenti kifejezés kimondja, hogy a két pont k6zotti fesziilt-
ség a térerdsség Ut szerinti integralja a két pont kozotti
tetsz6leges itvonalon.

1.2.5. A Coulomb-potencial

Egy ponttoltés altal keltett tér egyszertisége és
referencia-eset volta miatt is tovabbi vizsga-
lodasra tarthat szamot. A tér erésségét mar
kiszamoltuk, ennek eredménye (1.7) alapjan:

1 Q

47eq 2

E(r) (1.23)
volt. Ennek a térnek a neve: Coulomb-tér jel-
legét tekintve centralis erétér. A kovetkezdk-
ben megadjuk a Coulomb-tér potencidljat és
fesziiltségét.

A Coulomb-tér potencialjanak szamitasdhoz
els6ként rogziteni kell a tér nullszintjét. Ezt
célszertiségi okokbol a ponttoltéstsl végtelen
tavolra valasztjuk — tehat a teret kelté pont-
toltést6l végtelen tavol elhelyezkedd probatol-
tés potencialis energidjat tekintjiik nullanak.
Amint az belathat6 — lasd az alfejezet végén az
aprobetls részt — ebben az esetben a @ pont-
toltés potenciadlja (vakuumban) a toltéstsl r
tavolsagban:

by = 2

dmeg T

(1.24)

A fenti kifejezés igazolasa az alabbiak szerint lehetsé-
ges. Amint az lathato csak egy paramétertsl (a kdzép-
pontdl valo tavolsagtol (r)) fiigg. Igy hasznalhato a (1.21)

kifejezés, és lathato, hogy (1.24) derivaltjanak minusz egy-
szerese éppen a (1.23).

Mivel a potencidl a tavolsagtol %—szerint
fiigg, igy a toltéshez kozeledve a a potencial
folyamatosan novekszik, és a végtelenhez tart.
Ennek oka abban keresendd, hogy a teret kelté
pontszerd toltéshez a pontszerd probatoltést
tetsz6legesen kozel lehet vinni (r — 0), ekkor
azonban a fellepd Coulomb-ers (lasd (1.8)) és
igy a potencial is a végtelenhez tart. A vég-
telenbe tavolodva (r — o) pedig a potencial
— a fent kiszabott feltétellel 6sszhangban — a
nulldhoz tart, lasd 1.7. abra.

oA

1.7. dbra. Coulomb-potencidl

A kovetkezében megadjuk a Coulomb-tér
két pontja kozotti fesziiltséget. Ekkor csak
a két pont toltéstsl mért tavolsaga (ra, rg)
szamit, azok egymadshoz képesti helyzete lé-
nyegtelen. Ennek oka abban keresendd, hogy
a Coulomb-tér gombszimmetrikus, igy ekvipo-
tencialis feliiletei gdmbfeliiletek (14sd 1.5. abra
b. része), tehat a fesziiltség meghatéarozasakor
(amely a potencialok kiilonbsége) csak az széa-
mit, hogy az egyik illetve a masik pont mi-
lyen sugarta ekvipotencialis gombfeliileten he-
lyezkedik el. Igy a fenti potencialképlet alap-
jan a Coulomb-tér egy A és B pontja kozotti
fesziiltség:

1 1 1
Upp=—Q— - — 1.25
" WOQ(M TB) (1.25)
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1.3. Alkalmazasok
1.3.1. Vezet6k és  szigetelSk

elektromos térben, di-

elektromos allandé

Vezetonek nevezziik azokat az anyagokat, me-
lyek toltései kiils6 tér hatasara kénnyen elmoz-
dulnak, szigetel6knek azokat, melyek toltései
helyhez kotottek. Elektrosztatikus térbe he-
lyezett vezetd pozitiv és negativ toltéseire el-
lentétes iranyu erdt fejt ki a tér, igy a vezetd
atellenes feliiletelemein ellentétes toltések hal-
mozodnak fel. Ez a toltésfelhalmozodas addig
folytatédik, mig a rajuk haté er6 meg nem szi-
nik. Az elektrosztatitkus er6 megsziinésének
az az oka, hogy a szétvalasztott és a feliileten
felhalmozott toltések olyan sajat teret hoznak
létre, amely az eredeti térhez hozzaadodva le-
rontja azt, és a fémbe behatolé mez6t kioltja.
Mivel a toltésszétvalas addig folyik, amig az
eredS tér a vezetén belil nem lesz nulla, igy
amikor a kiils6 és a szétvalasztott toltések-
t6l szadrmazd tér teljesen lerontotta egymast,
megall a tovabbi toltésszétvalasztas (lasd 1.8.
abra). Tehat

egyensilyi esetben elektrosztatikus térbe

helyezett fémek (vezetdk) belsejében nincs
elektromos tér.

Mivel a fémek belsejében nincs elektrosztati-
kus tér (E = 0), igy tetszéleges, a fémben fel-
vett zart feliilet fluxusa is nulla: Prempen =
0. Ebbdl, az (1.6) Gauss-térvény alapjan ko-
vetkezik, hogy vezetS belsejében az 0ssztoltés
nulla.

Szigetel6k toltései nem mozdulnak el, de
a kiils6 tér hatasara az anyag alkot6i tobbé-
kevésbé polarizalodnak (vagy mar tér nélkil
is polarosak), és igy mint dipolusok a tér meg-
felel iranyaba fordulnak, lasd 1.9. abra. En-
nek kovetkezményeként a szigetel6 belsejében
béarmely makroszkopikus térfogat Ossztoltése
tovabbra is nulla marad, azonban a felileten
indukalt toltések jelennek meg. A kilss tér
erGvonalainak egy része ezeken az indukalt tol-
téseken végzodik, — illetve a szigeteld atellenes
oldalan indul —, tehét

a szigeteldkdon belil lecsokken a térerdsség.

Annak a jellemzésére, hogy a szigetelGben
a vakuumhoz képest hanyad részére csokken

14+
I+
+

=G DG G <t
G PE PE P+
G P& pE P+

1.9. abra. Szigeteld elektromos térben

a térerdsség, bevezetjiik a relativ dielektromos
allando (e,) fogalmat, ez a vakuumban és az
adott anyagban mért térerésség hanyadosa:

EV uum
—vakuum (1.26)

€pr =
Eszigetel6

1.3.2. Dipoélus térereje és poten-
cialja

Az elektromos dip6lus egy pozitiv ponttsltésbsl (+Q) és
egy ugyanolyan nagysaga negativ ponttsltésbél (—Q) all.
A két t6ltés | tavolsaga legyen kicsi a probléméban el6for-
dulo egyéb tavolsagokhoz képest. A dip6lus momentuman
(nyomatékan) az

m = QI (1.27)

szorzatot értjik.

Az elektromos dip6lus fogalmanak célszertisége — tob-
bek k6zott — abboél szarmazik, hogy vele bonyolult to6l-
tésrendszerek helyettesithet6k. Ugyanis egy sok toltésbasl
all6 rendszer pozitiv és negativ toltéseinek meghatéroz-
hatjuk a sulypontjat, ugyanigy ahogy az a mechanika-
ban a stlypont meghatarozasanal lehetséges, azonban itt
tomegek helyett a toltésekkel stulyozzuk a tavolsdgokat.
Ilyen moédon egy tetszGlegesen bonyolult toéltésrendszer-
nek el6all a pozitiv és negativ toltés-salypontja, és igy a
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toltésrendszer — ha ez a két pont nem esik egybe — dip6-
lusnak tekinthetd, és sok esetben ezzel helyettesithetd.

Hatérozzuk meg egy dip6lus keltette elektromos teret a
dipdlus felez6merglegesén, a felezGponttdl r tavolsagban,
lasd 1.10. abra bal oldali részabraja.

=Ty 2
/

-Q | +Q

1.10. abra. Dipdlus térereje és potencidlja

Hasznaljuk ki, hogy 74+ = r— = r > l. A keresett B
pontban a térerGsség irdnya az abran lathat6, nagysaga
pedig:

1
EB:2E+cos¢:2—gzcos¢:
47r607‘+
1 Q2 1 Ql

=2

= —_—— 1.28
4meq ri T4 4meg [TQ + (l/2)2} 3/2 ( )

Mivel QI = m valamint 72 mellett (1/2)? elhanyagolhato,
igy a dipdlus térereje:

p- L. (1.29)
T dmeq r3° ’

Ebbél lathato, hogy mig a ponttdltés térereje négyzetesen
csokken, addig a dip6lus tere ennél gyorsabban, a tavolsag
harmadik hatvanyaval. (Belathat6, hogy nem csak ezen a
specidlis helyen, hanem béarhol a térben — természetesen
a dip6lus méretéhez képest nagy tavolsagban — a térerd a
tavolsag harmadik hatvanyaval csékken.)

A kbvetkezSkben hatarozzuk meg a dipdlus potencial-
jat egy, a tengelyével 9 szbget bezard irdnyban, tdle nagy
tavolsagban (lasd 1.10. &bra jobb oldala). A kérdéses P
pontban a két ponttoltés keltette potenciil Gsszege van
jelen:

1 1 1 1 r_ — T4
6= —Q(—-—)=—0—F
4meq Ty T_ 4meq T_Ty

Az el6z6ekhez hasonléan, felhasznélva, hogy r4 és r_
nagy az l-hez képest, kapjuk:

(1.30)

lcos?
¢ = 3 (1.31)
r

Amint itt is megfigyelhets, a pontt6ltés potencialjanak %—
es tavolsagfiiggésénél gyorsabban (négyzetesen) csdkken a
pontecial.

Példa

Hatarozzuk meg a dip6lus tengelyében, attol nagy tavol-
sagban a térerdsséget!

A dipolus tengelyében, annak koézéppontjatol r» > 1
tavolsdgban vizsgaljuk a teret. Ennek nagyséaga:

o Lot 1)
T dmeo r+4+ —2 r2 -

—LQ< 1
T 4me [r—1/2)2 r+1/2]?

) (1.32)

ahol ry jeldli a + toltés és a kérdéses pont tavolsagat (ez a
pont van kdzelebb a vizsgalt ponthoz), r— pedig a - t6ltés
tavolsagat jelzi. Négyzetre emelve, és minden I%-es tagot
elhanyagolva az alabbi kifejezést nyerjiik:

p— L 2m (1.33)
T dmeg r3 ’
Ez 6sszhangban kordbbi megallapitasainkkal, miszerint a
dip6lus térereje — nagy tavolsidgokban — a tavolsaggal ko-
bosen csokken.

1.3.3. Végtelen, to6ltott sik tere

Tekintsilink egy végtelen sikot n % feliileti tol-
tésstrtiséggel. Ez azt jelenti, hogy a sik min-
den négyzetméterén egyenletesen n Coulomb
toltés helyezkedik el. Vegylink egy négyzetes
hasabot, amelynek alapteriilete A és amely-
nek a palastja merglegesen megy at a feliile-
ten, lasd 1.11. abra. A feliilet egy A teriileti
korlapja van a hengeren belill, itt @@ = nA tol-
tés van. Az elektromos tér csak a henger két
alaplapjan megy at, és ott merdlegesen. Ezek
Osszfeliilete 2A, a rajtuk keresztiilmend elekt-
romos fluxus tehat (1.6) alapjan:

A

=12 (1.34)
€0

i

1.11. abra. Végtelen toltott sik terének szami-
tasdhoz
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Az elektromos tér pedig (1.2) figyelembe véte-
lével:
_® _nA
24 2¢0A

L 1.35
2eq (1.35)

Mint lathato, a nyert eredmény szerint

a végtelen toltatt sik dltal keltett térerdsség
fiiggetlen a siktol vett tavolsdgtol!

A végtelen sik” természetesen idealizacio, a
valosagban ilyen nincs. Ennek az idealizacio-
nak akkor van értelme, ha olyan kozel vagyunk
a feliilethez, amihez képest a feliilet hatarai
méar nagyon messze vannak. Ekkor nincs jelen-
t&sége, hogy véges, vagy végtelen a sik. Ebben
a hatdresetben igaz, hogy a térerGsség fiigget-
len a siktol mért tavolsagtol.

1.3.4. Elektromos kettosréteg

Vegyiink két parhuzamos, végtelen sikot, egy-
méstol d tavolsagra. Tegyiink az egyikre 7, a
masikra —n feliileti toltésstrtséget, a két sik
Ossztoltése tehat zérus. Ekkor a sikokon kiviili
részben a két toltott sik elektromos tere ki-
oltja egymaést, a térerGsség tehat nulla. A két
sik kozott viszont a két térerGsség Osszeadd-
dik, igy az elektromos tér az egyetlen toltott
sik terének a kétszerese (lasd 1.12. 4bra), azaz
(1.35) alapjan:

E=-21 (1.36)

a
-
%
:%—4— %ﬁ

1.12. dbra. Elektromos kettdsréteg tere

(1.13), (1.10) és (1.36) felhasznalasaval a két
sik kozotti potencidlkiilonbség, azaz fesziiltség:

U=Ad=FEd="1qg

(1.37)
€0

E szerint

a potencidl a két sik kozott linedrisan
vdaltozik, a stkokon kivil pedig dllando.

Az elektromos térbe helyezett dielektriku-
mokrol elmondottak alapjan vizsgaljuk meg,
hogyan valtozik a fenti eredmény amennyiben
a keét stk kozotti teret nem vikuum, hanem
valamilyen szigetels anyag (dielektrikum) tolti
ki. A (1.26) kifejezés szerint dielektrikum ha-
tasara a térerdsség e, részére csokken, igy a
fenti két kifejezés az alabbiak szerint médosul:

go "
63“ (1.38)
U=—-d
€€y

Ezek alapjan lesz nyilvanval6 a ,yakuum di-
elektromos alland6ja” elnevezés oka. Ugyanis
ha nem ,anyag’, hanem vakuum tolti ki a te-
ret, akkor az ardnyossagi tényez6 €. Termé-
szetesen itt nem arrél van szd, hogy ez a té-
nyez6 a ,yakuum polarizalhatosagat” méri, ha-
nem pusztan a hasznélt mértékegység-rendszer
teszi sziikségessé. Mas mértékegységrendsze-
rekben értéke mas és mas®. Ami viszont valodi
fizikai jellemz6t az meg, az a kérdéses dielektri-
kum relativ dielektromos allandoéja (e, ), amely
az anyagra jellemzd érték, és az anyagon beliili
térerGesdkkenés mértékét méri — természetesen
mértékegységrendszer-fliiggetleniil.

1.3.5. Kondenzator és kapacitas

Két parhuzamosan elhelyezkeds vezets lap,
melyeknek toltése azonos nagysagu és ellenté-
tes el6jeld, sikkondenzatort alkot”. A konden-
zator (vagy régi nevén sirits) toltések taro-
lasara alkalmas. Annél jobb, minél nagyobb
toltést minél kisebb potencidlis energian tud
tarolni, azaz a két lapja (fegyverzete) kozott
minél kisebb fesziiltség alakul ki a toltések fel-
vitele utan. Ezt a tulajdonsagot a kondenzator
kapacitasanak nevezziik:

c=2

5 (1.39)

6 Ahogyan méas mértékrendszerekben a toltésnek, fe-
sziiltségnek, kapacitasnak. . .is masok az egységei.

"Természetesen més geometriaju kondenzatorok is
vannak (gdmb, henger, ...), mi az egyszer(ség kedveé-
ért a sikkondenzatort mutatjuk be.
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Ha a kondenzator parhuzamos, d tavolsag-
ban lév6 lemezein @ toltés van, akkor kdzottiik
homogeén tér alakul ki, igy a fesziiltség (1.13)
alapjan:

U= Ed (1.40)

A Gauss-tétel (1.6) valamint a mez6 homoge-
nitasanak (1.2) felhasznalasaval, feltéve, hogy
a lemezek kozotti teret e, dielektromos allan-
doju dielektrikum tolti ki:

Q

€0€r

FA=9=

(1.41)

A fenti egyenletek Osszevetésébdl a sikkonden-
zator kapacitisa:

A
d

C = o, (1.42)

A kapacitas mértékegysége: [%} = [F], a fa-
radd. Ez hatalmas egység, a gyakorlati életben
uF, nF. pF nagységrendek fordulnak els.

1.13. dbra. Kondenzdtor

Lathato, hogy a kapacitas novelése a leme-
zek feliiletének novelésével, a tavolsag csokken-
tésével, valamint nagyobb dielektromos allan-
doja anyaggal valo kitoltéssel lehet.

1.3.6. Az RC-kor idgallandoéja

Tekintslik az alabbi egyszerd halozatot. Le-
gyen egy Up fesziiltségre feltoltott C' kapa-
citastt kondenzator egy kapcsolon keresztiil
sorba kotve egy R ellenalldssal. Vizsgaljuk
meg, hogy a kapcsol6 zérasa utan hogyan csok-
ken a kondenzator fesziiltsége az id6 fliggveé-
nyében.

[ R
i®

1.14. abra. Egy RC-kor

Amint nyilvanvalé — a kérben nincs fesziilt-
ségforras —, az aramkor egyes elemein fellépd
fesziiltségesések Osszege nulla:

uc(t) +ugr(t) =0.
Az ellenallason es6 fesziiltség:

itt) = rIQW.

uR(t):R- at

mig a kondenzator fesziiltsége:

Q(t)
Cc
Ebbdl fakadoan:
dQ(t) Q) _
RTR + = = 0 (1.43)

Ennek a differencidlegyenletnek keressiik a
megoldasat a Q(0) = CUp kezdeti feltétel-
lel. Mint arrél visszahelyettesitéssel egysze-
riien meg lehet gy6z6dni: Q(t) = CUge '/ FC
a kezdeti feltételnek eleget tevé megoldas.
Azaz a kondenzator fesziltsége (uc(t) = %)
és arama (i(t) = %gt)) az alabbiak szerint ala-
kul:

uc(t) = Uge /™

o Uo _yy (1.44)

i(t) = 7€
ahol 7 = RC a kor idééallandoja. Mint lathato
a kisiilés folyaman a kondenzator fesziiltsége és
a korben foly6 aram exponencialisan csékken,
az idGallando alatt pontosan e-ad részére. C' =
luFésR=1Qesetén T =1 ps, de R =107 Q
esetén mar 7 = 10 s.
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2. fejezet

Rezgések és hullamok

2.1. A harmonikus rezgés

2.1.1. Alapfogalmak

A harmonikus rezgémozgas (a harmonikus
oszcillator) a fizika egyik legalapvetSbb moz-
gastipusa — amely azon kevés dinamikai prob-
lémak kozé tartozik, melyet a kvantummecha-
nika keretein beliil is egzaktan lehet targyalni.
Ez az a mozgés, melyet olyan kiils§ er6 hoz
létre, melynek irdnya a rezgést végzé test kité-
résével ellentétes, nagysaga pedig az egyensi-
lyi ponttdl vett tavolsaggal aranyos. Ilyen erét
hoz létre — nem tul nagy megnytulasok esetén —
egy rugd. A harmonikus erg kifejezése tehat:

Fharm =—Dx (2.1)
ahol D, [X] a direkcios alland6, mely megmu-
tatja, hogy az egyensilyi helyzettsl valo kité-
rités kovetkeztében mekkora visszairanyitoé eré
jon létre, mig x, [m] az egyensulyi helyzettsl
meért kitérés. A |, —’ el6jel utal arra, hogy az
erG a kitéréssel ellentétes irdnyu, visszafelé ira-
nyit.

A fentiek alapjan harmonikus rezgémozgast
végez egy rugora akasztott, kitéritett és ma-
garahagyott test. (Itt természetesen eltekin-
tiink a rugd bels6 sarlédasatol, légellenéllastol
és az egyéb disszipativ er6ktsl, melyek hatasa-
ként csillapitott rezgémozgés jon létre. Ha a
rug6 nem lineéris, azaz nem pontosan koveti a
fenti ercdkifejezést, akkor anharmonikus rezgé-
mozgasrol beszélhetiink) Ekkor a test mozga-
sat leird6 Newton-egyenlet az aldbbi alaku:

ma = —Dzx (2.2)

Ennek megoldasa — a bizonyitasért lasd az ap-
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robets részt —:

z(t) = Asin(wt + ¢p) (2.3)

ahol A, [m] a rezgés amplitudoja, tagassaga,
azaz az egyensulyi pont és a maximalis kitérés
tavolsaga.

w= \/g , [s7'] a kérfrekvencia — az elneve-
zés oka és kapcsolata a tovabbi mennyiségek-
kel a kovetkezd fejezetben valik nyilvanvalova.
Amint lathato, és hétk6znapi tapasztalataink-
bol is tudjuk, merevebb, nagyobb rugalmas-
sagi allandoja rendszerek (sajat) korfrekvenci-
4ja nagyobb — a hang gyorsabban terjed acél-
ban, mint levegSben.

oo a kezd6fazis, melyet itt csak a konceptu-
alis teljesség kedvéért vezetiink be. Ennek ér-
téke az idémérés kezdetének alkalmas megva-
lasztasaval nullava tehets, ha értéke nem nulla
(illetve nem k- 27 ), akkor a rezgést végzo test-
nek a t = 0 idépillanatban van kitérése.

Mint az elemi megfontolasokkal — lasd a
2.1 abrat vagy az aprobetis részt — belathato
a harmonikus rezgést végz6 test sebessége és
gyorsulasa:

v(t) = Aw cos(wt + ¢g)

a(t) = —Aw?sin(wt + ¢p) 24

A rezgés periddusideje az egy teljes rezgés
megtételéhez sziikséges id6: T, [s].

Ennek reciproka, az egységnyi id6 alatt
megtett rezgések szdma, a frekvencia:
v,[s7! = Hz].

A rezgés fazisa a szinuszfiigguény
argumentuma,

azaz wt + ¢g. Ez mutatja meg, hogy a teljes
rezgésen beliil ,hol jarunk” — figyelembe véve,
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hogy a mozgas 27 periddikus. Ez utébbi azt
jelenti, hogy a rezgés fazisdhoz 27-t tetszs-
legesen sokszor hozzaadhatok-levonhatok, ez
a mozgasjellemzsket (sebesség, kitérés gyorsu-
las) értékét nem valtoztatja meg. Mint lathato
ez a periddikussag ismérve. A mozgés jellem-
zGit mutatja be a 2.1. abra.

a mozgés telépontia

{amplitids)

\
i T

A
{emplitids)

o mozgds mélypontia —

2.1. abra. A harmonikus rezgémozgds jellem-
201 és kapcsolata a kormozgdssal

Példa

Tekintsiik az alabbi paraméterd harmonikus
rezgémozgast: A =5 cm, w = 10 % Tegyiik
fel, hogy a rezgs testnek az idémérés kezdete-
kor (¢t = 0-ban) éppen az egyensilyi pontban
van, azaz 0 a kitérése. Amint lathatoé emiatt
¢o = 0. Hatarozzuk meg, hogy mikor lesz a
kitérése 1 = 2,5 cm illetve 2 = 5 cm, va-
lamint mekkora T id6kozokkel veszi fel Gjra a
kezdeti helyzetét!

x1 = Asin(wty)
1
2,5cm =5 cm-sin(10— - ¢;)
$
Ebbdl nyerjiik, hogy t1 = & s.
Hasonléan
x9 = Asin(wts)
1
1 = sin(10- - t5),
S
azaz ty = g5 s. (Mint lathato a kifejezések
nem lineérisak, azaz 2t; # to.) Végezetiil ha-
tarozzuk meg — altalanosan —, hogy mekkora

az az id6, ami alatt visszatér kezdeti allapo-
taba (periodusids). Ekkor a kitérés éppen az

amplitado lesz, tehat

A = Asin(wT)
g =wT

azaz T = 5 Ezzel kapcsolatot is teremtettiink
a korfrekvencia és a peridodusidé kozott:

27

- (2.5)

w

A (2.3), (2.4) kifejezések igazolasa. Tekintetve véve,

hogy a = ‘ét—g, igy a harmonikus oszcillator Newton-
iegyenlete, az alabbi differencidlegyenlet:
e (2.6)
m-— = —0x .
dt?

Ennek altalanos megoldasa — mint arrél visszahelyettesi-
téssel meggydz6dhetiink —:

z(t) = Bsinwt + C coswt. (2.7)

B és C konstansok helyett vezessiik be A-t és ¢-t, az
alabbi definici6 szerint: Acos¢pg = B és Asingg = C.
Ekkor — a sin(a + 3) = sinacos 3 + cos asin 8 addicios
tétel felhasznalasaval — a megoldés az alabbi alakot 6lti:

z(t) = Asin(wt + ¢o). (2.8)

1d6 szerint egyszer illetve kétszer derivalva a fenti kitérés-
id6 fliggvényt nyerjiik a (2.4)-ben bemutatott sebesség-
illetve gyorsulas kifejezéseket.

2.1.2. A harmonikus rezgés le-

irasa forgévektorokkal

A harmonikus rezgés és a kormozgas ko6zotti
analogiat felhasznalva egy alternativ leirasi
mo6dot nyeriink. Mint ismeretes, az egyen-
letes, w szogsebességi kormozgast végz6 test
koérmozgésanak sikjara val6 vetiilete harmoni-
kus rezgémozgést végez, lasd 2.1. 4dbra. En-
nek a harmonikus rezgémozgasnak az amplitta-
doja éppen a korpalya sugara, korfrekvenciaja
a kdrmozgas szogsebességével egyezik meg, fa-
zisa pedig a kormozgas szogelfordulaséaval azo-
nosithato.
Ezek alapjan

egyenletes kormozgdssal forgo vektor
végpontjinak a vetilete! harmonikus rezgést
végez.

A vektor hossza a rezgés amplitudoja, szogse-
bessége pedig a korfrekvencidja. Ez az Ggyne-
vezett forgdvektoros leirasi mod.

I Természetesen a korpalya sikjara mersleges vetii-
letet vizsgaljuk.
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2.2. abra. Két egyirdnyi és azonos frekvenci-
ajiu rezgés sszeaddsa forgovektorokkal

A moédszer alkalmazasaként hatarozzuk meg
két egyiranyud, azonos w korfrekvencidja, Ap
és A, amplitadoja, valamint oq és as kez-
défazist harmonikus rezgés Osszegét! A két
rezgés Osszege — amint azt latni fogjuk — egy
szintén w korfrekvenciaju, A amplitadoja és
a kezdofazist harmonikus rezgeés lesz. Mérjiik
az els6 rezgést reprezentalod, A; hosszi vek-
tort a sik valamely egyenesével a; szoget be-
zarélag, valamint ugyanabbol a kezdSpontbol
a masodik rezgést jelenté Ao hosszi, az egye-
nessel ay szoget bezar6 vektort. E két vektor
altal bezéart szog: § = as — oy id6ben nem
valtozik, hiszen a két vektor ugyanakkora w
szogsebességgel ,forog”. A két vektor vektori-
alis Osszege hatarozza meg az ereds rezgés pa-
ramétereit. Mint az a koszinusztételbdl rovid
szamolas utédn adodik, az eredévektor hossza,
azaz az eredd rezgés amplituddja:

A= \/A% + A2 424145 cos(as — a1). (2.9)

A vektor szoge, azaz a kialakul6 rezgés kezd6-
fazisa:

Aisinag + Ao sinag

tana = (2.10)

Aj cosay + Az cos ag

Mint lathatoé, ha a fazisok megegyeznek
(1 = az) — mas szoval, ha a rezgések azonos
fazisban vannak —, az 6ket reprezentalo vekto-
rok azonos irdnyba mutatnak — az amplitiadok
Osszeadodnak: A = A1+ As, ez az un. erdsités.
Ha a rezgések ellenfazisban vannak — a repre-
zentélo vektorok ellentétes irdnyba mutatnak
—, azaz (ag — a1 = m) az amplitudok kivonod-
nak: A = Ay — A1, ez a gyengités. A gyengités
specialis esete a kioltas, ez akkor kovetkezik
be, ha az OsszetevGk amplitidoi megegyeznek,
lasd 2.3. és 2.4. 4bra.

2.3. dbra. Egyirdnyi,
dsszetétele

0 20 40 60 80 100 120

2.4. abra. Egyirdnyu, ellentétes fazisu rezgések
osszetétele

A forgovektoros modszer célszertiségét bemutatando
meghatarozzuk a két rezgés Gsszegét algebrai aton is. Az
eredd rezgés

= x1 + x2 = Ay sin(wt + a1) + Az sin(wt + az) (2.11)

Egyszerd atalakitasok utan:

z = (A1 cosai + Az cos az) sinwt+

+ (Apsinay + Agsinag) coswt  (2.12)
Hasznaljuk fel, hogy Asin(wt + o) = Acosasinwt +
Asincoswt, és valasszuk meg A-t és ¢-t ugy, hogy a
fenti két kifejezés azonos legyen. Ez akkor teljesiil,
ha Acosa = Ajcosa; + Aszcosas valamint Asina =
Ajsinag + Az sinaz. E két egyenletet négyzetre emelve
és Osszeadva, valamint elosztva egymassal nyerjiik:

A= \/A% +A§ + 2A1As cos(az — a) (2.13)

Aqsina; + Assinas
tan ¢ =

, 2.14
Aqcosai + Az cosan ( )

ami megegyezik a fentivel. Mint lathat6 ez a modszer
bonyolultabban vezet eredményre
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Példa

Tekintsilink két azonos frekvencidju, egyiranya
rezgést. Egyik amplitudoja legyen A; = 5 cm,
amasiké As = 3 cm. Hatarozzuk meg az eredd
rezgés amplituddjat, ha a két Gsszetevd rezgés
faziskiilonbsége Ao = ap — ap = 0°, 45°, 90°.

Amint az egyszerd szdmitassal adodik, az
ered6k A—=8 cm, 7,43 cm, 2 cm.

2.1.3. A harmonikus rezgés leiras

komplex szamokkal

A harmonikus rezgések leirdsdnak e modszere
a komplex szdmokat veszi igénybe a rezgés rep-
rezentalasdhoz. Amint az a komplex szamok
elemi matematikajabol ismert a trigonomet-
rikus és exponencidlis fliggvények kozott az
Euler-féle tsszefiiggés teremt kapcsolatot?:

e = cos(x) + i sin(x) (2.15)

Mint lathato a képzetes kitevSjld exponencidlis
fiiggvény képzetes része éppen a szinuszos tag,
teh&t a harmonikus rezgés kitéres-idé fiiggve-
nye (2.3) az alabbi alakban — a komplex sza-
mok tugynevezett exponencialis alakjaban — is 2
irhato:

1.5

Im (Aei(wt+¢0)) = Asin(wt —+ d)o) (216)

ahol Im jelenti a mogotte allo kifejezés komp—0 . ¥

lex részét. Ha az Ae!(“t+0) kifejezést a komp-
lex sikon &brazoljuk, akkor egy A hosszi, a o
valds tengellyel wt + ¢ szdget bezard vektort

kapunk. Ennek — az w szogsebességgel forgd [

vektornak — a képzetes tengelyre valo vetiilete _,
a (2.16) altal meghatarozott kifejezés, amely
éppen a harmonikus rezgémozgas leiréja, aho="*
gyan azt a harmonikus és a kormozgas kapcso-
latat targyald részben bemutattuk.

2

2.1.4. A lebegés

A lebegés jelensége akkor jon létre, ha két
egyiranyu, kozel azonos frekvencidju rezgeést
adunk Gssze. Ebben az esetben a korabban
megismert Osszegzési eljards nem alkalmaz-
hato, mert a két rezgés frekvencidja nem egye-
zik meg, azonban a forgovektoros modszer-
rel szemléletesen kaphatunk kvalitativ ered-
ményt.

2z lehet komplex szam is, itt azonban = € R.

Legyen az egyszertiség kedvéért a két Ossze-
adand6 rezgés amplitudoja azonos (A), mig
korfrekvenciajuk kozel azonos: wi A
forgévektoros kép szerint a két rezgés Osszegé-
nek amplituddja fiigg a két komponens altal
bezart § szogtdl, lasd 2.2. &dbra. Mivel a két
korfrekvencia nem pontosan egyezik meg, igy
az egyik gyorsabban forog, tehat a két vektor
altal bezart sz0g az idében lassan valtozik. Igy
id6ben periodikus moédon létrejon a teljes erd-
sités (mikor 0 = 0), majd pedig ¢ névekedtével
kisebb mérett erdsités, gyengités, végiil — mi-
vel az amplitudok azonosak — a kioltas (6 =«
esetén), majd pedig elolrsl kezdddik a ciklus.
Tehat az ered6 rezgés amplitidoja az idében
lassan valtozik 0 és 2A kozott.

~

~ Wo.

P

A lebegés jelensége tehdt idében folyamatosan
valtozo erdsités—gyengités—kioltds,

amint ezt a 2.5. abra bemutatja. Amennyi-
ben a két Osszetevi-rezgés frekvencidjanak kii-
16nbsége kicsi, a lebegés frekvenciaja kicsi lesz,
mig, ha a frekvencidk kiilonbségét noveljik, a
lebegés frekvenciaja novekszik.

1200

2.5. abra. A lebegés jelensége

A pontos szdmitasok az alabbi eredményre vezetnek.
Az eredd rezgés

= Asinwit + Asinwat. (2.17)
Felhaszalva azt a trigonometriai 0sszefliggést, mely sze-

rint: sina + sin3 = 2cos agﬂ atB o fenti képlet

- sin =5
tovabb alakithato:

amplitads

w1 — w2

. w1 w2
t - sin

xz = 2Acos

(2.18)
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Feltételiink szerint w; ~ ws valamint legyen pl. w1 > wa.
Igy w1 — wa sokkal kisebb, mint w; + ws, tehat a fenti
kifejezés koszinusztényezGje sokkal lasabban valtozik, igy
azt tekinthetjlik az amplitidé részének. Ezek alapjan az
eredd rezgés egy olyan szinuszrezgés, melynek korfrekven-
cidja “1F¥2 amplitidéja 24 cos “15%2
valtozik az id6ben 0 és 2A kozott.

t szerint lassan

Példa

Ha egyszerre sz6laltatunk meg egymaéas kozelében egy nor-
mal a hangot ad6, 440 Hz-es, és egy kissé elhangol, 442
Hz-es hangyvillat, tapasztalhatjuk a lebegés jelenségét. Az
ered§ rezgés frekvencidja 441 Hz lesz, mig az er8s6dés-
gyenglilés, azaz a lebegés frekvencidja 1 Hz. Tehat a 441
Hz-es hangot méasodpercenként kétszer halljuk elhalkulni
illetve feler6sédni.

2.2. Hullamtan

2.2.1. Alapfogalmak

A hullam zavar tovaterjedése. Mechanikai hul-
lamok esetén a terjedéshez koézeg sziikséges.
Ebben az esetben a kozeg részecskéi kozotti
valamely csatolas a hullam terjedésének felté-
tele. Ha a kozeg valamely pontjat (pontjait)
egyensulyi helyzetiikbd6l kitéritjiik, a kialakulo
mzavar’ — a kozeg alkotoi kozotti csatolas kovet-
kezményeként — tovaterjed, létrejon a terjeds
hullam. Példaként lasd a toba dobott kavics
keltette hullamokat, megpenditett gitarhart,
hang terjedése levegGben vagy vasuti sinben,
stb. Elektromagneses hullamok (fény, infravo-
r6s (ho-) sugarzas, rontgensugarzas, radichul-
lamok, stb.) esetén a terjedéshez nem sziiksé-
ges kozeg.

A zavar”, azaz az egyensulyi helyzettsl
vett kitérés és a terjedés iranya alapjan két
hullamtipust kiilonboztetiink meg. Transz-
verzalis hullam esetén a kitérés a terjedés
irdnyara merdéleges, longitudinalisnal parhu-
zamos.® Transzverzalis hullimra példa egy
megpenditett gitarhdr, ahol a hdrra meréle-
ges a kitérités, mig a zavar terjedésének ira-
nya a har irdnyadba mutat. Longitudinalis
hullam példaul a hang levegében valé terje-
dése, ahol a hanghullam légnyomaésingadoza-
sok (strtsodések-ritkulasok) formajaban ter-
jed.

A tovabbiakban csak harmonikus hulldmo-
kat vizsgalunk. Ennél a tipust hulldmnal mind

3Transzverzalis hullaim csak szilard testekben johet
létre.
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2.6. abra. Transzverzdlis (bal oldal) és longitu-
dindlis (jobb oldal) hullam kialakuldsa és ter-
jedése

a hely, mind az id6fliggeés szinuszos (koszinu-
szos). Euz azt jelenti, hogyha valamely id6-
pillanatban ,megfagyasztok” egy transzverza-
lis hullamot — tehat csak a helyfiiggést vizs-
galom — szinuszgorbét kapok. Hasonléan ha
csak egy adott helyen vizsgalom a hullamot,
tehat csak a kozeg egy pontja kitérésének ids-
fiiggeést figyelem, az harmonikus rezgémozgast
fog végezni.t A rezgémozgas periodusidejét a
hullam periodusidejének (T') nevezziik. Egy
adott transzverzalis hullam hullAmhosszan két
szomszédos hullimhegy (hullamvolgy) tavol-
sagat értjiik, longitudindlis hullim esetén két
szomszédos maximalis striisodési (vagy ritku-
lasi) pont tavolsagat.® Osszefoglalva:

a hulldm térben és iddben periddikus jelenség,
melynek térbeli periodusa a hullam
hullamhossza, iddbeli periodusa pedig
valamely pontjinak a rezgésideje.

Egy hullam terjedési sebességén (c) — pon-
tosabban: fazissebességén — a hullamhossz és
a periodusid6 hanyadosat értjiik:

c= =

0 (2.19)

A képlet szemléletes tartalma szerint a hullam

4A fenti gondolatmenet longitudinalis hullamokra
is elmondhat6. Itt a helyfliggés szinuszos volta azt je-
lenti, hogy egy adott id6pillanatban a sirtségvaltozas
térben szinuszos. Hasonlbéan az idofliggés szinuszos-
saga azt mondja ki, hogy a kdzeg egy adott kis részét
vizsgalva ott a stirtiség az id6ben szinuszosan valtozik.

5Pontosabban: barmely két szomszédos, azonos fa-
zisban 1év6 pont tavolsaga, lasd késGbb.
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egy periodusidé (T') alatt éppen egy hullam-
hossznyi utat (\) tesz meg, a sebesség pedig e
kett6 hanyadosa.

Bevezetve a hullam frekvenciajat, mint a pe-

ri6édusidé reciprokat: v = % a fazissebesség

c= v (2.20)

alakban is irhato.

Példa

Hatarozzuk meg a kozéphullama Kossuth ado
hullamhosszat, ha tudjuk, hogy a frekvenciaja
540 kHz, és a radidhullamnak, mint elektro-
mégneses hullamnak a leveg&ben valo terjedési
sebessége fénysebesség: ¢ = 3 - 108 . Ekkor
egyszerd szamolas utan nyerjik: A = 555,5 m.
Hatarozzuk meg a piros fény frekvencidjat,
ha tudjuk hogy hullamhossza 700 nm. Mivel
a fény — leveg6ben — fénysebességgel terjed, a
frekvencia v = 4,28 10'* Hz, azaz 428 THz.
Végezetiil egy gitarhturon kialakul6é hullam-
mintazat hullimhossza legyen 1,2 m. Ha tud-
juk, hogy ez a har ¢’ hangon szolal meg, ami-
nek frekvenciaja kb. 660 Hz, hatarozzuk meg
a mechanikai hullam gitarharban valo terjedési
sebességét. Mint az egyszertien kiszdmolhato
c=Av=1,2m-660 Hz =792

A hullam fazisa az egyensulyi helyzett6l vett
eltérésének ,mértéke”, megmutatja, hogy a szi-
nuszfliggvény periodusan beliil hol jarunk. A
definici6 hasonlé a fazis harmonikus rezgés-
hogy mig ott a fazis csak az id6t6l fiiggott (wt),
addig egy transzverzalis hullam kitérése — vagy
egy longitudindlis hullam stirtisédése-ritkulasa
— mind a helynek, mind az idének fiiggvénye,
igy
a hulldm fdzisa mind a helytdl, mind az iddtal

figg.

A fazis id6tol valo figgését a korfrekven-
cia hatarozza meg, mig a helytél valo fliggés
jellemzésére vezessiik be a hullamszamot, az
alabbi definicioval:

27

A

A hullam fazisa megvaltozasanak id&tol
fiiggs része tehdt — hasonldéan a harmonikus

k (2.21)

rezgéseknél leirtakhoz:

A¢y = wAL. (2.22)

A fazis megvaltozasanak helyfiiggs része pedig

a hullamszammal fejezhets ki:

A¢, = kAr. (2.23)

E kettd Osszege adja a teljes fazist, tovabbi
részletekért lasd az aprobetiis részt!

Tegyiik fel, hogy a kbzeg egy pontjat (O pont, legyen

ez az x = 0 pont) harmonikusan gerjesztjiik, azaz moz-
gasanak egyenlete: ¥ = Asin(wt). Az itt keltett ,zavar”
adott = tavolsdgra t’ = 2 id6 alatt jut el, azaz az = pont
ennyivel késGbb kezdi meg rezgését. Igy ennek rezgésalla-
pota t-ben ugyanaz lesz, mint az O ponté t —t' =t — £

idépillanatban, tehat ¢

W(z,t) = Asin {w (t - %)]
27

Mivel w = 2F és c = %, bevezetve a k = 27” hullamszéa-
mot, az alabbi egydimenzios hulldmegyenletet kapjuk:

(2.24)

¥(z,t) = Asin (wt — kx) (2.25)

A hullam fdzisanak a szinuszfliggvény argumentuméanak
értékét nevezziik.

2.2.2. Hulldmok interferencia

Ha terjed6 hullamok taladlkoznak, azok kol-
csonhatasba lépnek egymassal. Altalanosan:
interferencidnak nevezziik azt a jelenségkort,
ami akkor jon létre, ha terjedd hullamok a tér
egy pontjaban talalkoznak. Periodikus hulla-
mok és nem nagyon nagy rezgési amplitaddk
esetén

az eredd hulldm az egyes hullamoknak
megfeleld rezgések (kitérések, strisodések)
egyszertd dsszeaddsdval adodik, ez a
szuperpozicio elve.

A hullam, mint térben terjeds zavar ter-
jedésének altalanos elve a Huygens—Fresnel-
elv. Ez kimondja, hogy a hullamfront (az
a hely, ameddig a hullam eljutott) minden
egyes pontja elemi gombhullamok kiindulé-
pontjanak tekinthets. A kovetkezs idépilla-
natbeli hullamfrontot ezen kis elemi gémbhul-
lamok Osszege (szuperpozicidja) adja meg.

A Huygens—Fresnel-elv miikodésének bemu-
tatasara vizsgaljuk meg a hullamok elhajlasa-
nak (diffrakciojanak) egy egyszert esetét, lasd
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2.7. &bra. Essen sikhullam® egy hullamhossza-
val GsszemérhetS résre. A sikhullam terjedése
soran a hullamfrontbdél kiinduléd elemi gdmb-
hullamok sikhullammé szuperponalédnak. Ha
a hullam eléri a rést, az a széleknél megaka-
dalyozza a hullam athaladasat, tehat a rés
pereme kozelében nem lesz olyan ,péarja’ az
elemi gombhullamoknak, amellyel azok sikhul-
lamma szuperpondalédnak, igy a rés szélénél
gomb (kor)hullamok indulnak ki létrehozva a
jellegzetes elhajlasi képet. A rés belsejében
minden elemi hullamnak van ,szomszédja”, igy
tovabbra is sikhullamként terjed. A jelen-
ség termeészetesen csak akkora résen figyelheté
meg, melynek szélessége Osszemérheté a hul-
lamhosszal. Nagyobb rés mellett a ,szélef-
fektusok” hatasa elhanyagolhato, a hullam to-
vabbra is sikhullamként terjed.

2.7. dbra. Széles rés utdn a hulldm egyenes vo-
nalban halad, keskeny — hulldmhosszal dssze-
mérhetd — résen létrejon az elhajlds

Példa

Tapasztalhatjuk-e fény illetve hanghullamok
elhajlasat egy ajtonyilason? Mivel a fényhul-
lamok hullamhossza a 100 nm-es mérettarto-
ményba esik, igy ebbe a mérettartomanyba

60lyan hullam, melynek hullamforntja egyenes.

cAt

¢t t+At

2.8. dbra. Sikhulldim elemi gémbhulldimai ijra
stkhullammad szuperpondlodnak

es6 réseken tud elhajlast produkalni. Mivel az
ajtod szélessége a méter nagysagrendjébe esik,
igy ekkora nyildson a fény egyenes vonalu ter-
jedését tapasztaljuk, amint azt a félfa falra ve-
tett arnyékan is latszik. A hang esetében mas
a helyzet. A hallhat6 hangok frekvencidinak
nagysagrendje 100-10000 Hz. Mivel a hangse-
besség levegdben kb. 330 7, igy a hanghulla-
mok hulldmhossza a méter—centiméter tarto-
manyba esik (az igen mély hangoké méteres, a
nagyon magasaké centiméteres). Ezek alapjan
— ellentétben a fénnyel — a mély hangok pro-
dukalnak elhajlast egy ajtonyilason. Részben
ennek koszonhetjiik, hogy ha nyitva van egy
ajto, és attol tavol allunk, a szobaban beszél-
getSket halljuk ugyan (hanghullam elhajlasa
és visszaverédése), de nem latjuk (a fényhul-
lam az ajtonyilason nem produkal elhajlast).
Hasonl6 okok miatt halljuk egy mellékutcaba
befordul6 favéoszenekar mélyhangt hangszereit
tovabb, mint a magasakat. Hasonlé okok mi-
att lehet kevés kozéphullamu radidadéval az
egész orszagot lefedni, mig URH adoékbol sok-
kal t6bb kell. A mobiltelefonia fejlédésével a
hasznalt frekvencidk egy magasabbak — a hul-
lamhosszak csokkennek —, romlik az elhajloké-
pesség, igy egyre tobb bazisallomas sziikséges.

A tovabbiakban csak azonos korfrekvenci-
4ja és hullamhosszt hullamok interferenciéja-
nak egyszerd eseteit vizsgaljuk!

Vegyiik észre, hogy egy adott helyen, két
hullam talalkozéasakor akkor van (maximalis)
ergsités, ha az adott helyen mindkét hullam-
nak ugyanakkor van hullamhegye és hullam-
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volgye. A (maximalis) gyengités feltétele,
hogy az adott helyen az egyik hullam hullam-
hegye mindig a mésik hullamvolgyével és hul-
lamvolgye a masik hullamhegyével talalkozzék.

Osszefoglalva, hullamok talalkozasukkor

erdsitik egymdst, ha az azonos fdzisban
vannak, azaz hulldimhegy hullamheggyel és
hullamuvdlgy hullamuélggyel taldlkozik.

Hasonl6an, talalkozaskor

gyengités lép fel, ha a hullaimok ellenfdazisban
vannak, azaz hulldmhegy hulldmuvdlggyel
talalkozik és forditva.

A tovabbiakban a hullamok interferenciaja-
nak leirdsadhoz két megkozelitést alkalmazunk
parhuzamosan. Vizsgaljuk a talalkoz6 hulla-
mokat az alapjan, hogy a talalkozésig mek-
kora a megtett utak kiulonbsége, valamint, hogy
talalkozésukkor milyen a fdzisok kilonbsége.
Mint kivilaglik a két megkozelités ekvivalens,
hol az egyik, hol a méasik alkalmazasa célsze-
riibb. A tovabbiakban a faziskiilonbséggel dol-
goz6 modszert aprobetiivel szedjiik.

Az dtkilonbségekkel dolgozd megkozelités
szerint altaldnosan elmondhat6: ha két hul-
lamforras azonos frekvencidju és azonos fa-
zist” hullamot bocsat ki, azokon a helye-
ken lesznek interferencia-maximumok (maxi-
malis erdsités) amely helyekre nézve a két hul-
lam forrastol szamitott tkiillonbsége a hullam-
hossz egész szamu tobbszorose (vagy nulla),
hiszen ezeken a helyeken az egyik hullam hul-
lamhegye a masik hullam hullamhegyével ta-
lalkozik. Hasonléan, azokon a helyeken lesz
interferencia-minimum (maximalis gyengités),
ahol a két hullam utkiilonbsége a hullamhossz
félegész szamu tobbszordse, hiszen ezeken a
helyeken hullamhegy hullamvolggyel talalko-
zik. Ha az egyik hullam Aaltal megtett utat
r1-gyel, a masikét ro-vel jeloljlik, akkor mindez
képletben:
Ar=ry—ro=10-)\

max. erésités

1
Ar=ry —rg = (l + 5) - A max. gyengités
(2.26)

"Azaz a két hullamforrasnal ugyanakkor van pél-
daul maximumuk, a forrasok szinkronban dolgoznak!

Koztes esetekkel — ahol az utkiilonbség nem
egész- és félegész szamu tobbszordse a hullam-
hossznak — nem foglalkozunk.

Az interferencia megkdzelitése fdziskilénbségekkel az
alabbiak szerint lehetséges. Figyeljiik meg, ha két azo-
nos frekvenciaju hullam azonos fazisban: faziskiilonbsé-
giik: 0, £2m, +4x,... - 27, (I € Z) talalkozik, akkor
maximalis ergsitést tapasztalunk, az ered6 hullaAm ampli-
taddja az OsszetevGk amplitidoinak 6sszege. Ha ellenafa-
zisban, azaz £, £3m,... (I+ 1) =, (I € Z) faziskiilénb-
séggel taldlkoznak, maximalis gyengités, azonos amplita-
dok esetén kioltas kovetkezik be.®

Az interferencia bonyolultabb eseteivel nem
foglalkozunk.

2.2.3. Interferencia résen, racson

A kovetkezSkben néhany egyszerd, de a gya-
korlatban is eléforduld elrendezésben vizsgal-
juk a fényhullamok interferencidjat.

Interferencia két résen

Az interferencia jelenségének egyik legegysze-
ribb példidja a két résen valo interferencia,
vagy Young-féle interferencia. Tegyiik fel,
hogy az abranak megfelelGen két keskeny reés
helyezkedik el egyméstol a, egy felfogoernystol
pedig D tavolsagra (D > a). A két lyukbol
indulé fény legyen koherens, azaz korfrekfenci-
ajuk és fazisuk egyezzen meg. Ez példaul agy
garantalhato, hogy a rések sikjaval parhuza-
mosan bees6 sikhullamot hasznalunk. Vizsgal-
juk meg, hogy a két hullam interferenciajanak
kovetkeztében az ernyén milyen interferencia-
mintézat keletkezik!

J | a rezgések kioltjak
r\ \/\/\ o —bW egymaést (sotét)
- =< a rezgé Ssiti
P - gések erdsitik
J o ,./W\ egymast (fényes)
-
A\ VAVA

2.9. abra. Az interferencia magyardzatdihoz 1.

A fentiek alapjan, ott lesz az ernydn erési-
tés, ahol a két résbdl indulé hullam utkiilonb-
sége a hullamhossz egész szamu t6bbszorose:

8Vesd 6ssze a harmonikus resgések Ssszeadasara be-
vezetett forgovektoros képpel, 2.1.2. fejezet!
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Ar =1-), (I € Z). Hasonléan ott lesz gyen-
gités (egyenls erdsségi forrasok esetén kioltas,
sOtét), ahol az utkiilonbség a hullamhossz fél-
egészszami tobbszdrose: Ar = (I+3)-A, (L€
Z), lasd 2.9. abra.

Amint az a 2.10. abra alapjan egyszertien
belathato? az utkiilonbség Ar ~ asinf. Ezt a
fenti feltételekbe helyettesitve, adott 6 esetén,
ha

sinf = [— maximalis erdsités
a
) 1\ A . "y
sinf = ([ + 33 maximalis gyengités
a
(2.27)
tapasztalhat6. Mint lathaté

az ernydn vdltakozva sotét és vildgos csikok
jelennek meg.

Erésités azoknal a 6 szogeknél, melyekre a
fenti erdsitési, gyengités-kioltds pedig azok-
nal, melyekre a gyengitési feltétel teljesiil, lasd
2.11. abra.

2.10. dbra. Az interferencia magyardzatdhoz 2

A fenti eredmény megkaphat6 a faziskiilonbségek mod-
szerével is! Ehhez meg kell hatarozni, hogy az erny6 mely
pontjaiba érkezik a két fénysugéar azonos fazissal (maximéa-
lis erdsités), és melyekbe ellenfazissal (maximalis gyengi-
tés — kioltas). Mivel a forrasok koherensek, igy egy adott
pontban a faziski{ilonbségiik csak az utkiilonbségtdl fiigg,
tehat ott lesz maximalis er@sités, ahol az utkiilénbséghez
tartozo6 faziskiilonbség éppen 27 egész szamu t6bbszorose:
kAr = [ -2n. Hasonlbéan, ott lesz maximalis gyengi-
tés, ahol az utkiilonbségbdl szarmaz6 faziskiilonbség ép-
pen (l+ %) 7, azaz: kAr = (l+ %) 7. Mivel k = 2T”,
a kapott eredmény megegyezik az utkiilonbségekkel nyert
eredménnyel!

9Levezetésiink feltételezi, hogy az ernyd tavolsaga
sokkal nagyobb, mint a két rés tavolsaga, azaz D >
a. Ekkor ugyanis a két sugar kozel parhuzamos, igy
atkiilonbségiik a bemutatott modon jol becsiilhets.

2.11. abra. Fényelhaglds két résen

Példa

Két rés egyméstol valé tavolsaga a = 0,1
mm. FErre parhuzamos, A\ = 0,436 nm hul-
lamhosszusagi monokromatikus fénynyaldbot
ejtek. Mekkora szogeknél tapasztalom a nul-
ladrendd (I = 0), és az els6rendd (I = 1) er6-
sitést, és mekkora tavolsag lesz e két erésités
kozott az D = 1,5 m tavolsagban elhelyezett
felfogoernyén?

A nulladrendi erdsités feltétele (2.27) alap-
jan:

sinfp=0 = 6y=0,
mig az elsGrendé:
) 436 - 10~ %m o
Slr191:1107741n 9120725

Ezek alapjan, mint az egyszerd geometriai sza-
mitassal adodik a nulladrend és az els6rend s
tavolsaga az ernydn:

s
tanfy = — = s=6mm

1,5

)

Interferencia racson

Tekintsiik a fenti kétréses kisérlet altalanosita-
sat! Ne két résen, hanem keskeny rések szabé-
lyos sorozatan, racson kialakulé interferenciat
vizsgaljunk! Két szomszédos rés tavolsaga le-
gyen a, ez az érték a rdcsdllando. Ha erre a
racsra sikhullamot ejtiink, akkor a réseken &t-
juto igen sok és keskeny sugarnyalab interfe-
ral egymassal, ezeket kell vizsgalni. Mivel a
racsra es6 sikhullam a réacs sikjaval parhuza-
mos, igy a racsnyildsok minden pontjaban a
fazis azonos. Vizsgéljuk azokat a nyaldbokat,
melyek 6 szoggel tériilnek el. A szomszédos
racsnyilasbol kiindulé sugarak akkor erdsitik
egymaést, ha koztik az utkiilonbség a hullam-
hossz egész szamu tobbszordse. Ha ez a felté-
tel két szomszédos résre teljesiil, akkor minden
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résre teljesiil hiszen a racs alland6 periddussal
tartalmazza a réseket, lasd 2.12. &dbra. Tehat
ebben az esetben barmely két sugar utkiilonb-
sége A egész szamu tObbszorose, igy erdsitik
egymast. A sugarak tehat olyan 6 iranyokba

L

2.12. abra. Interferencia rdcson

erGsitik egymast, melyekre:

asinf =1\, (I €Z),

aAZazZ

snd =12, (lez), (2.28)
a

Minden olyan irdnyban, mely nem felel meg
(2.28)-nak, azaz melyeknél a szomszédos rése-
ken atjuté hullamok utkiilonbsége nem a hul-
lamhossz egész szdmu tobbszorose, nem ta-
pasztalunk intenzitast. Ennek oka abban kere-
sendd, hogy a kiilonb6zé réseken atjutd hulla-
mok utkiilonbsége ekkor nem k- A, faziskiilonb-
sége tehat nem k-27. Igy a kiilonboz6 réseken
atjutott hullamok fazisa is kiilénb6z6, (de nem
allando k27 faziskiilonbségi). Sok-sok kiilon-
bo6z6 fazis — v.6. 2.1.2. fejezet — Gsszege pedig
nullat eredményez, lasd 2.13. abra.

Mivel az er6sitési tartoz6 szoget megado ki-
fejezés tartalmazza a fény hullamhosszat, eb-
b6l kovetkezGen adott racs esetén a kiilonbo6z6
hullamhosszuségu (szind) fényt mas-mas szog-
gel tériti el. Igy monokromatikus (csak egy
hullamhosszt tartalmazo, ,egyszind”’) fényt a
racs a (2.28) kifejezéssel adott szoggel térit el,
éles spektrumvonalat kapunk. Tehét

adott racsdllandoju racs adott
hullamhossziusdgu fényt adott széggel térit el,

igy alkalmas hullamhossz meghatarozasra. Fe-
hér (minden szindsszetevst, minden lathato
hullimhosszt tartalmazo) fény esetén minden

2.13. abra. Sok kiilonbézd fazis dsszege nulla

szint (hullamhosszt) a fenti képletnek megfele-
16en mas-mas szoggel térit el, azaz felbontja a
fenyt, és jol ismert spektrumot adja. Igy lehet-
séges racsokat hasznélni a szinképelemzésben.
Racsok segitségével torténnek a legpontosabb
hullamhosszmérések is.

Példa

Egy racs racsallandoja 24 pm. Erre voros és
ibolya szintd fény keverékét ejtjik (Avsras =
560 nm, Aipolya = 396 nm), hogy azt Gsszetevs-
ire bontsuk. Mekkora tavolsag lesz a voros és
az ibolya sugar elsérendd maximumai kozott a
0,5 m tavolsdgban elhelyezett felfogoernyén?

A (2.28) kifejezés felhasznalasaval, 6q,-vel
jelolve a voros fény elsérendé elhajlasanak szo-
gét, és 01;-vel az ibolyaét:

560 - 10~°m
ing, = - M 0, = 1,33°
S = S 10 %m !
396 - 10~°m
ing, = o 2 W 01 = 0,94°
S = S 10 %m !

A sz6gekbdl kiszamolhat6 a két — a racs éltal
felbontott — els6rendd maximum kozépvonal-
tol valo tavolsaga:

S1lv
tan6‘1v = 0,5;111 = S1y = 0,012 m
tan 6‘11' = o1i = s1; = 0,008 m
0,5 m

Ebbdl a szétvalasztott sugarak tavolsiga:

As=0,004 m =4 mm
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Interferencia széles résen

A fentiek ismeretében nem lesz nehéz meg-
hatarozni, hogy mi torténik akkor, ha A hul-
lamhossza sikhullAm egy a szélességli résre
esik, a rés sikjaval parhuzamosan. Ekkor — a
Huygens—Fresnel-elv értelmében — a rés min-
den egyes pontjat elemi hullamok kiindulo6-
pontjanak tekinthetjiik. Ezek a hullamok (mi-
vel a bees§ hullam sikhullam) azonos fazis-
ban vannak, és egymaéssal valé interferenciajuk
adja meg az ered§ intenzitast.

Vizsgaljuk ismét azt a sugarnyaldbot, mely 6 szoggel
tériilt el az eredeti iranytol. A 0 szog alatt elhajlo nya-
labban azonban a nyalabra mergleges AC sikban a fazis
nem ugyanaz, mert az egyes sugarak kozott utkiilonbség
van, ami (2.23) szerint faziskiilonbségre vezet. Tegyiik fel,
hogy a BD szakasz hossza éppen a fény hullamhossza, ek-
kor a H-bol és B-bdl jovs sugarak utkiilonbsége éppen A,
lasd 2.14. abra. Ha FE a HB tavolsag felez6pontja, akkor

2.14. dbra. A résen torténd interferencia ma-
gyardzatihoz

az E-bdl és B-b6l jovs sugarak kozotti atkiilonbség éppen
%, igy ezek tehat kioltjak egymast. A BC és EG kozotti
sugarakhoz hasonléan a BC és EG kozotti nyalab minden
sugardhoz taldlunk az EG és HJ nyalabban egy megfelel6
sugarat, mellyel az illet6 sugér kioltja egymast (atkiilonb-
ségiik 3). A BC és HJ kdzbtti sugarnyalab sugarai tehat
kioltjak egymast! Igy csak azok a sugarak maradnak meg,
melyek a résnek az A és H pontjai k6zotti szakaszabol in-
dulnak ki. Lathato, hogy a 6 szog kisebbitésével H minél
kozelebb jut A-hoz, mig végiil azzal 6sszeesik, igy a meg-
maradé sugarnyalab mind keskenyebbé valik, majd elfogy.
Ez akkor kovetkezik be, mikor az A-bol és B-bdl kiindulé
sugarak kozotti utkiilonbség éppen A, vagy annak egész
szamu tobbszorose.

Ha a rés szélességét, AB-t roviden a-val je-
16ljiik, akkor az alabbi eredményre jutunk:

asingd =1X, (I €Z),

tehét

snd =12, (cz), (2.29)
a

Ez az Osszefliggés megadja azokat az irdnyo-
kat, melyekben a résbél kiindulé egymaéssal
parhuzamos sugarak kioltjak egymaést, ezek-
ben a szogekben nem tapasztalunk intenzitast.

(Figyelem! A kapott kifejezést ne keverjik
Ossze, a vele alakilag megegyezs (2.28) kifeje-
zéssel, amely racs esetében a mazimadlis inten-
zitdsu helyeket adja meg, és amelyben a nem
a rés szélessége, hanem a racsallando!)

Amint kimutathaté az intenzitaseloszlas a
sz0g- (pontosabban a sz0g szinuszanak-) fiigg-
vényében a 2.15. abranak megfelels. Lathato,

|

A A 0 A ,ALA sino
3?2 T 32—3—0—

a

jal

2.15. abra. Intenzitdaseloszldas résen torténd el-
haglaskor

hogy a (2.29) kifejezésnek eleget tevs iranyok-
ban nincs intenzitds, valamint a legnagyobb
intenzitas a nulla fokhoz, tehat az eltériilés nél-
kiili irAnyhoz tartozik. Tehéat

résen a legnagyobb intenzitdst az elhajlds
nélkil athalado sugdr adja, és a szdg
névelésével periddikusan figyelhetdk meg nulla
intenzitdst (sotét) sdvok.

Megemlitjiik, hogyha a rés szélessége lé-
nyegesen nagyobb, mint a fény hullimhossza,
akkor az intenzitasgOrbe lecsengése nagyon
gyors, igy megszinnek az elhajlasjelenségek, a
fény egyenes vonalban halad. Ez a geometriai
optikai hatareset.

2.2.4. A mikroszkép felbontdké-

pessége

Probaljuk meghatarozni eddigi eredményeink-
kel az optikai mikroszkop felbontoképességét,
mi az a minimalis tavolsag, amilyen tavolsag-
ban 1év6 két pontot még elkiilonithetiink, szak-
szoval: felbonthatunk. A mikroszkop képal-
kotasa a 2.16 abran kovethetd, ahol a szem-
lencse (okularlencse) és a targylencse gytijts-
lencsék. T a nagyitandoé targy, ennek képe a
K, = T», amely egyben az okuléarlencse sza-
mara a targy, ennek képe pedig a (virtulis)
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nagyitott, forditott allastu Ko kép. Geometriai
optikai szamitasok — melyek a geometriai op-
tika torvényeivel (lasd aldbb) szamitjak ki a
nagyitast — arra vezetnek, hogy a mikroszkop
nagyitasa akar 2500-szorosig novelhets, azon-
ban a tapasztalatok azt mutatjak, hogy kb.
1500-szorosnal nagyobb nagyitast mikroszko-
pot nem lehet késziteni.

szemlencse

tgylencse

2.16. dbra. Az optikai mikroszkép sugdrmene-
ted

Ennek oka a hulldmoptikdban keresends. A
geometriai optika ugyanis nem veszi azt fi-
gyelembe, hogy a lencsék peremén a fénynya-
lab elhajlik. Emlékezziink vissza a Huygens—
Fresnel-elvre, amely kimondta, hogy a hullam-
front minden egyes pontja elemi gémbhulla-
mok kiindulépontja. A sugéirban ezen elemi
hullamok mindegyikének van szomszédja, mig
a lencsék peremérdl induléknak nincs. Amint
ebbdl belathato, még a legtokéletesebb optikai
lencsék esetén is a nyalabot hatarold foglala-
tokon (apertura, pupilla) elhajlik a fény, ezért
egy pont képe nem pont, hanem un. elhaj-
lasi korong lesz. Ez nyilvan korlatot jelent a
rendszer feloldoképességére. A hatas csokken-
tése lehetséges a lencse méretének novelésével
illetve a fény hullaimhosszanak cs6kkentésével.
Ha ezek az elhajlasi korongok fedik egymast,
a pontok képei nehezen vagy egyaltalan nem
kiilonboztetheték meg, lasd 2.17. abra.

A tovabbiakban is csak két pont leképzését
vizsgaljuk, és figyelembe vessziik azt is, hogy
képalkotés csak akkor lehetséges, ha a ponto-
kon elhajlé sugarnyalabnak nem csak a nullad-
rendd (a 2.18. abran (0)-val jeldlve), hanem az
els6rendd nyalabja (az dbran (1)-gyel jelolt) is
bejut a lencsébe. Az interferencias erdsités fel-
tétele, az, hogy két, d tavolsaghan 1év6 pont-
bol induld hullamok erdsitsék egymast. A két
megvildgitott targypont ugy viselkedik, mint
két fényforras, lasd az Interferencia két résen

2.17. dbra. Ha a pontok til kézel vannak, az el-
hagldasi korongok dtlapolnak, igy a pontok nem
kilonboztethetdk meg

c. fejezet, (2.10) képletét:

dsin¢ = I\ (2.30)

2.18. abra. A tdrgylemezen (T') lévd két pon-
ton létrejovd elhajlds nulladrendd, elsérendd és
mdasodrendid nyaldbja

Az els6 rend objektivbe jutasanak feltétele,
hogy az objektiv nyilasszoge (a 2.18 abran u-
val jelolve) nagyobb legyen, mint ¢. Mivel
a szinuszfliggvény ezen a tartoményon mono-
ton, igy u > ¢ feltételbsl kovetkezik, hogy
sinu > sing. A (2.30) kifejezés els6rendre
(I = 1) vonatkozo alakjabol pedig sing = %.
E kett6 Osszevetésébdl nyerjiik:

A

sinu

(2.31)

Igy a d felbontasi hatar — azaz amilyen ta-
volsaga pontok még elkiilonitheték — a nyilas-
sz0g szinuszaval (az an. numerikus apertird-
val) novekszik, tehat nagyobb nyilasszogi ob-
jektiv jobb felbontast ad. Hasonloan lathato,
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hogy névekvs hullamhosszal a felbontési ha-
tar n6, tehat nagyobb hullimhosszt hasznalva
a mikroszkop felbontasa romlik. Ezért hasz-
nalnak néha a lathatonal kisebb hullamhosszi
(ultraibolya) fényt a mikroszkopiaban.

Az n térésmutat6ja kézegben a fény hullamhossza %—re

cs6kken (lasd: A geometriai optika alapjai c. fejezetet),
igy ekkor a felbontéasi hatar:

A

nsinu

d >

A gyakorlatban ezt ugy val6sitjdk meg, hogy a targyle-
mezre Atlatszo, nagy torésmutatoju folyadékot, tgyneve-
zett immerzids olajat (viz, cédrus-olaj) cséppentenek, és
ebbe keriil a targy és az objektivlencse feliilete is. Igy a
felbontéasi képesség n-szeresére novelhetd

A technikai lehet&ségeket figyelembe véve az
elérhetd felbontéasi hatér:

A

d~ ——

3

2.32
o (2:32)

tehéat

mindig csak az alkalmazott fény
hulldimhosszandl kisebb pontossagot tudunk
elérni!

2.2.5. A geometriai optika alap-
jai

A geometriai optika a fény terjedésével, és an-
nak a hullAmhosszanal joval nagyobb optikai
elemeken valo viselkedésével foglalkozik. Eb-
ben az esetben ugyanis felteheté a fény egye-
nes vonali terjedése, v.0. a résen valo elhajlas-
rol irtakkal, ahol nagy a hullAmhossznal sokkal
nagyobb rés esetén kapott eredmény szerint a
fénysugar nem szenved elhajlast, hanem egye-
nes vonalban halad.

Az alaptorvények kimondésahoz elGszor be
kell vezetni a torésmutatd fogalmat. Egy
anyag torésmutatdja a vakuumbeli fénysebes-
ség (¢ =3-10° 2) és az adott anyagbeli feny-
sebesség (v) hanyadosa:

c
n=- (2.33)

A gazok torésmutatojan > 1,n = 1, mig a

legtobb szilard testé és folyadékén ~ 1,2—1,6.

A geometriai optika hérom alaptorvénye:

1. A fény egyenes vonalban terjed

2. Kiilonboz6 optikai kbézegek hataran (ny #
ng) a fénysugar egyik része visszaverddik,
mésik része behatol az G4j kozegbe

3. A fénysugérmenetek megfordithatok

A fenti harom t6rvény a Fermat-elvbgl levezethetd,
tehat tulajdonképpen az tekinthet§ a geometriai optika
alapjanak. A Fermat-elv kimondja, hogy az az id§, amely
alatt a fény egy A pontbdl egy B pontba — megadott
mellékfeltételek mellett (kdzegek, visszaver6dések) — el-
jut, minimalis (pontosabban: széls6 érték, és altalaban
minimum.

Azokban az esetekben, mikor a fénysugar
egy adott feliiletrsl visszaver6dik a beesési
sz0g!? és a visszaverddési szog megegyezik:
a=d.

Ha a fénysugér behatol egy mas torésmu-
tatoju kozegbe, akkor a beesési és a torési
sz0g kozotti Osszefiiggés a Snellius—Descartes-
torvény (torési torvény):

sina  ng v

- (2.34)

sin 3 Tm Vg

beesd sugar visszavert sugar

M

M

begsési

S megtort sugar . Mmerdleges -

L

2.19. dbra. A Snellius-Descartes torvény

Amint lathato, ha a fény nagyobb torésmu-
tatoju (optikailag strtbb) kozegbe lép, a be-
esési merGlegeshez torik, ellenkezd esetben at-
tol elfelé. Ha a torésmutaté nem valtozik, ak-
kor a = f3, tehat a fény homogén kozegben
egyenes vonalban terjed.

A tbrvény egyszerid igazoldsa az alabbiak
szerint lehetséges, lasd 2.20. abra Essen sik-
hullam (olyan hulldm, melyben az azonos fa-
zisu pontok sikot alkotnak) « szogben a feli-
lethatarra. Az AB fazisfeliilet az AB’ hatérfe-
lilleten valé tovabbhaladasakor elemi hullamo-
kat kelt (1asd Huygens—Frensnel-elv) az 1 és a 2

10A hullam terjedésének iranya és a feliiletre a be-
esés pontjaban allitott merdleges — beesési merdleges —
szoge.
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kozegben egyarant. Az 1 kozegben az uj A'B’
sik fazisfeliiletté, mig a 2 kozegben az A" B’
sik fazisfeliiletté szuperpondlédnak. Ezek kii-
16nb6z6 hajlasa a kozegekben kiilonbo6zs vy és
vg fénysebességekbdl adodik, ugyanis a fazisfe-
lilletek megfelels A és A’, B és B’, valamint A
és A" pontjai kozott eltelt 7 futasi id6k azono-
sak. Amint az abrabol geometriailag adodik:

BB’ = v17 = AB’'sin«
AA’ = vy = AB'sino/
AA" = vor = AB'sin 3

Az els6 két egyenlet elosztdsabol a
visszaver6dési-, mig az els6 és harmadik
elosztasabol a torési torvényt nyerjiik.

(2.35)

2.20. abra. A Snellius-Descartes térvény iga-
zoldsdahoz

Mint a torési torvénybdl lathato, ha a fény
nagyobbdl torésmutatdja (nq) kozegbdl kisebb
torésmutatoja (nq) kozegbe lép, akkor a torési
szOg nagyobb, mint a beesési. A beesési sz6-
get novelve, elérhetjiik azt a helyzetet, mikor a
torési szog 90° lesz — ekkor a beesési sz0g még
kisebb, mint 90°. Tovabb novelve a beesési
szoget az eddig megtort sugadr mar nem lép ki
az 0j, kisebb torésmutatoju kozegbe, hanem a
tikortorvénynek megfelelen visszaverdsik, te-
hat visszaverddésének szoge megegyezik a be-
esési szoggel. Azt a szoget, amelynél ez leg-
elGszor bekovtkezik totdlreflerids hatdrszognek

nevezziik. Természetesen 2= — 22 Ehbgl
s1n90' ni
. n2
sinap = — (2.36)

ni

Fontos még megjegyezniink, hogy

kiilonbozd torésmutatdju kozegekben a fény
hulldmhossza mds és mds.

Amint a (2.20) és 2.33 egyenletek Osszeveté-
sébdl lathato — vegyiik figyelembe, hogy most
a fény vakuumbeli terjedési sebességét jeloljiik
c-vel, mig az kozegbelit v-vel

Ha a vakuumbeli hullamhosszat Ao-lal jeloljiik,
akkor az n torésmutatoju kozegben a fény A

hullamhossza:
Y

n

A (2.37)

értékre csokken le.

A faziskontraszt-mikroszképia elve

Az optikai mikroszkép targyalasakor olyan
targyakrol torténd képalkotast vizsgaltunk,
mely targyak kiilonboz6 részei mas-mas mo-
don engedik &t a fényt, azaz mas-mas mér-
tékben csokkentik az ateresztett fényhullam
amplitudojat. Ezeket a targyakat amplitido-
targyaknak nevezziik. Vannak azonban olyan
targyak is — és ezek a biologiaban gyakoriak
—, amelyek fényelnyelé képessége mindeniitt
koriilbeliil azonos, igy az &athaladé fény in-
tenzitasdban nem okoz észrevehetd valtozast,
azonban torésmutatojuk helyrél-helyre valto-
zik. Ennek neve fdzistdirgy. Ha ugyanis a
fénysugar a minta bizonyos részein maéas to-
résmutatéju anyagban halad, tgy a hullam-
hossza (2.37) szerint megvaltozik. Emiatt fa-
zisa a (2.23) kifejezés szerint eltolodik , igy
interferencidra lesz képes egy ismert fazisu
,referencia-sugarral” (valamint a targy mas to-
résmutatoja teriiletérél mas fazistolassal ér-
kez6 sugarakkal). Igy a fazisban bekovetkezd
valtozasokat (amelyeket kbzvetleniil nem érzé-
kellink) sikertilt atalakitani intenzitasvaltoza-
sokka. Ez

lehetdvé teszi a fény intenzitdsdban vdltozdst
nem okozd (fdzis)tdrgyak vizsgdlatdt.

(A képalkotas gyakorlati részének, és az el-
mélet részleteinek bemutatédsa meghaladnd e
jegyzet bonyolultsagat.)



3. fejezet

Kvantummechanika

3.1. Klasszikus médon nem
magyarazhato jelensé-
gek

3.1.1. A fény hullaAmtermészete,

a klasszikus kép

Hétkoznapi tapasztalatainkbol fakaddéan a
féenyt hullamnak tekintjiik. A fény terjedése
sikeresen leirhat6 a Huygens-Fresnel-elvvel,
amely a hullamterjedés altaldnos elveként ki-
mondja, hogy a hullamfeliilet minden egyes
pontja elemi gémbhullAmok kiindulépontja, és
ezen kis gombhullamok interferencidja adja
meg a kovetkezs idGpillanatbeli hullamfrontot.
Mivel a Huygens-Fresnel elvvel pontosan sza-
mot tudunk adni a fény torésérdl, visszavers-
déseérsl és elhajlasarol, joggal feltételezhetjiik,
hogy a fény hullam, lasd el6z6 fejezet.

3.1.2. A fényelektromos jelenség

és a fotonhipotézis

A klasszikus kisérletek tanulsidga szerint a fény
hullam. A fényelektromos jelenség, més né-
ven fotoeffektus azonban ennek ellentmondani
latszik. Ugyanis, ha fémlemezre lathaté fény,
ultraibolya- vagy rontgensugarzés esik, a fém-
b6l elektronok 16k&dnek ki.

Ez nem magyaradzhaté a fény hullamter-
mészetével, ugyanis a mérések azt mutatjak,
hogy nagyon kis fényintenzitdsok mellett is
van elektronkilépés. A hullamképpel nehezen
magyarazhato, hogy a térben kiterjedt (rosszul
lokalizalt) hullam hogyan képes energiajat at-
adni a pontszertinek tekintett (jol lokalizalt)
elektronnak. Tehéat
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3.1. dbra. Fotocella

a fotoeffektus a fény hullaimtermészetével nem
magyardzhats!

A megoldas A. Einstein (1905) nevéhez fii-
z6dik?, aki forradalmi tjitasként feltette, hogy

a fény fényrészecskékbdl, fotonokbol dll!

Ez egy kitling 6tlet, mert igy nyilvanvaléan
megoldodik a hullam lokalizalatlansagabol fa-
kad6 probléma, de magyarazatot nyer a kis in-
tenzitasok melletti elektronkilépés jelensége is.
A kis intenzitasu (fény)hullam kevés energiat
szallit, egyenletesen. Ha viszont a fény részecs-
kékbal all, a kis intenzitds pusztan azt jelenti,
hogy ritkan érkezik foton, &m az birhat akkora
energidval, ami mar elegendé ahhoz, hogy ki-
16kjon egy elektront. Tehat mig hullam ese-
tén egyenletesen aramlik az energia, addig a
részecske-kép szerint az energia kis energiacso-
magok (fotonok) forméajaban terjed.

INem eléggé ismert tény, hogy Einstein ezért az
eredményéért — tehdt nem a relativitdselméletért —
kapta meg 1921-ben a Nobel-dijat.
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Einstein feltételezése szerint minden egyes
foton:

e csak az adott anyagra jellemz§ sebesség-
gel (a kozegbeli fénysebességgel) halad-
hat,

e energiat szallit, amely energia csak a fo-

e impulzusa van

Az einsteini feltételezés szerint egy foton ener-
gidja:

Efoton = hv = hw (3.1)

és impulzusa:

hv

fotonn. — T 3.2

Pfot . (3.2)

ahol v a foton frekvenciaja, h, a Planck-dl-

landd, melynek értéke h = 6,626 - 10734 Js,

valamint? h = % Ezzel a fotoeffektus mar
kvantitative is magyarazhato!

Egy fémbeli (delokalizalt) elektront az atom-
torzs vonzasa a fémréacs kornyezetében tart.
Ebbdl a vonzasbol valo kiszakitasdhoz A Joule
munka sziikséges, ez a kilépési munka®, amely-
nek értéke természetesen anyagfiiges. Ha a ki-
szakitott elektron a fémet v sebességgel hagyja
el, akkor a fotoeffektust leiré egyenlet:
|-

hv = A+ gmv”. (3.3)
Ezek szerint a fotoeffektust kivalto, fémre ér-
kez6 foton energidja egyrészt fedezi a fémben
kotott elektron kiszakitdsdhoz sziikséges kilé-
pési munkat (A), masrészt a ,maradék” energi-

alakul (%mvz) .

Példa

Szamitsuk ki az ibolyaszini fény (A = 400
nm) egy fotonjanak energiajat, majd dontsik
el, hogy ilyen szind fénnyel valé6 — tetszéle-
ges intenzitasu — megvilagitas mellett létrejon-
e elektronkilépés egy eziistlemezbdl, melyre a

2Ez az igynevezett: ,ha-vonas’.

3A kilépési munka akkora, amellyel az elektront
olyan tavol tudjuk vinni az atomtorzstél, hogy mér
ne hasson rd szamottevé vonzerd.

kilépési munka: A=4,05 eV=0,648 aJ. Mi tor-
ténik, ha ugyanezzel a fénnyel BaO lapot vi-
lagitunk meg, melyre a kilépési munka 0,99
eV=0, 158 aJ?

Az ibolyaszini fény fotonjanak frekvenciaja:

3.108 m
fzgzﬁ:zawl‘*ﬂz:%THz.

Egy foton energidja tehat:

E=hf=6,62-10"2*Js-7,5-10" Hz =
=5-107"J=0,5al. (3.4)

Amint lathato, ez az energia nem tudja fe-
dezni az elektron kilépéséhez sziikséges mun-
kit, tehat nem torténik elektronkilépés — fiig-
getleniil a megvilagité fény erGsségétol.

Ha azonban BaO-ot vilagitunk meg, méar be-
kovetkezik az elektronkilépés, és a kiléptetett
elektron mozgasi energiajat illetve sebességét
a (3.3) segitségével hatarozhatjuk meg.

Eumosg = hf—A = 0,5a]—0,158a) = 0,342 aJ

[2FE m
Ve =4/ — =8,4-10° —
Me s

A kiléptetett elektronok szama pedig ara-
nyos lesz a megvilagito fény intenzitdsaval.

3.1.3. A fény kettSs természete

Lattuk, hogy bizonyos jelenségek csak a
fény hullamtermeészetének feltételezésével ma-
gyardzhatok, és részecskeképet hasznalva
ellentmondésra vezetnek, mig mas jelenségek
kizarolag a részecske (korpuszkularis) elképze-
lés keretein beliil értelmezhetsk. Ezt a ,hol
részecske—hol hullam” viselkedést nevezziik a
fény kettds természetének.

A fentiekben bemutattuk, hogy a klasszi-
kusan hulldmnak tekintett fény bizonyos ese-
tekben részecskeként latszik viselkedni. A ko-
vetkezd fejezetben a fentiek ,tiikdrképét” mu-
tatjuk be, azt, hogy klasszikusan részecskének
tekintett objektumok képesek hullamtulajdon-
sdgokat mutatni.
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3.1.4. A vonalas szinkép

Ha hidrogéngazt gerjesztett allapotba hozunk
— azaz energiat kozlink vele — az a gerjesz-
(lathato- vagy UV-fény) kibocsatasaval sza-
badul meg. A mérések (Balmer, Rydberg és
Ritz) azt mutattak, hogy a gerjesztett gaz
alapéallapotba val6 visszatérése kozben csak bi-
zonyos — a gazra jellemzd — frekvencidju foto-
nokat bocsdt ki.

Balmer majd Rydberg mérései szerint a ger-
jesztett hidrogén &ltal kibocsatott illetve el-
nyelt fény frekvencidja csak az alabbi lehet:

1 1
Vnm—R<W_F>7

ahol R a Rydberg dllands, R = 3,29 - 10'° Hz,
n és m pedig pozitiv egész szamok.

(3.5)

Késtbbi mérések és megfontolasok arra ve-
zettek, hogy nemcsak a hidrogén, hanem sok
méas (gerjesztett) anyag is csak bizonyos, — az
adott anyagra jellemzs — frekvencidkon képes
fotont kibocsatani (emittalni). Tovabbi vizs-
galatok pedig azt is megmutattak, hogy a hid-
rogén (valamint sok egyéb anyag) csak bizo-
nyos frekvenciaja fényt képes elnyelni (abszor-
bealni).

Ha a hullamhossz fiiggvényében abrazoljuk
a kibocsatott energiat, az tugynevezett szin-
képhez jutunk. Mivel a gerjesztett anyagok
csak bizonyos frekvencidkon bocsatanak ki, il-
letve nyelnek el energiat, igy szinképiik (mind
az emisszios, mind az abszorpcios) vonalakbol
all, ez a vonalas szinkép, lasd a 3.2 abrat!

Példa

Megel6legezve, hogy m és n az Ggynevezett
f6kvantumszam, szamitsuk ki, hogy mekkora
frekvenciaju fotont bocsat ki a H-atom elekt-
ronja, mikdozben n = 3-bol m; = 2 illetve
mo = 1 allapotba keriil (3.2 abran vastagitva).
Miért fedezték fel az elébbi atmenetet hama-
rabb (Balmer) és az utébbit késébb (Lyman).

Az els6 atmenet soran kibocsatott energia:

1 1
15 11 14
=3,29-10" Hz 109 =4,57-10" Hz
(3.6)
mig a masodik esetben:

Enm, =2,92-10' Hz (3.7)

Lathato, hogy az els6 dtmenet — pontosab-
ban az m = 2-re érkez6 atmenetek, a Balmer-
sorozat — a lathato tartoményba esik, igy felfe-
dezésiik konnyebb volt, mig az n = 1-re érkez6
adtmenetek — Lyman-sorozat — mar az UV tar-
tomanyba esnek, igy felfedezésiik varatott ma-
gara.

Balmer
(lathato)

Paschen Brackett Pfund
(infravoros)

Lyman
(ultraibolya)

333
11
O~

NN

‘l’ n

n=3

[}
EN

n=2

n=1

3.2. abra. A hidrogénatom emisszids sorozatai

A fenti tapasztalatokat merészen ugy élta-
lanosithatjuk, hogy

bizonyos anyagok (pl. gdzok) csak
meghatdrozott nagysdgu energidt képesek
felvenni illetve leadni. Ezen energidk
tortrészei illetve nem egész tobbszordsei az
adott anyag szdmdra elérhetetlenek!

Ez a hatas a hétkéznapokban kozvetleniil nem
érzékelhets, mivel ez az energiaegység a mak-
rovilag energiiihoz képest detektalhatatlanul
kicsi.
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Hasonlatképpen egy konyvespolcot képzelhetiink el.
Ennek egyre magasabb polcain egyre nagyobb energia-
val birnak az oda helyezett kdnyvek. Ebben az esetben
konyvnek energia csak diszkrét moédon adhaté at — illetve
vehet6 el —, hiszen két polc k6zé nem tehetem azt. Az
wemisszionak” megfelel6 folyamat soran a kényv néhany
polcot ,esik”, a felszabadul6 energiat pedig kisugarozza.
Az ,abszorpci6é” soran a konyvnek atadott energia hata-
sara az néhany polccal feljebb ,jugrik”.

Ha az energiadtadas legkisebb, tovibb nem oszthato6
egysége (az ugynevezett hatdskvantum) makroszkopikus
méretid lenne komoly gondban lennénk. Egy kdnyvet pél-
daul csak akkor tehetnénk le az iréasztalunkra, ha annak
magassaga pontosan a koényvespolc egy polcdnak magas-
sdgaban lenne, arr6l nem is beszélve, hogy egy hegyre
kapaszkodd vasutnak is csak ott lehetne megalloja, ahol
éppen egy (vagy tobb, de egész) energiakvantummal ma-
gasabb energiadju allapotba keriil. Hogy két polc, illetve
megallo kozott milyen allapotban vannak a testek, arrdl
még nehezebb képet alkotni. Ha ezen val6é toprengésiink
soran egy kismacska téved szobankba, ebben a nagy ha-
taskvantumua vildgban még csak meg sem simogathatjuk,
hiszen abbol vagy nem érez semmit (nincs energiadtadas),
vagy pedig az elsd ,cir6gatasi kvantumtol” eltorik a nyaka.
Gyengédebb simogatasra nincs moédunk, hiszen az energia-
egység (hataskvantum) tortrészei nem elérhetdk. Latszik,
hogy a vilag ,finomsagat” a hataskvantum nagysaga hata-
rozza meg.

A mi Vilagegyetemiink ,finomabb” vilag, a minimalis
hatés a mikrofizikai folyamatok energiaskaldjaba esik. Ez
az oka annak, hogy egy konyvet barmilyen magasra he-
lyezhetiink, a megengedett energiadllapotok olyan kozel
vannak, hogy

a diszkrét energiadllapotok a makrovilagban dsszefolyni
ldatszanak.

fanyforras

e

3.3. abra. A wvonalas szinkép elddllitasa és a
hidrogén szinképe

3.1.5. A de-Broglie-féle hipotézis

Louis de-Broglie gondolt elgszor arra, hogy ha
a fény hullamtulajdonséga mellett részecsketu-
lajdonsagot is mutat, akkor feltételezhets az

is, hogy ennek analogonjara minden részecs-
kéhez hulldimot lehet rendelni*. Egy hulla-
mot — esetiinkben — akkor tekintiink adottnak,
ha tudjuk a hullamhosszat. A fotonhipotézis
alapjan a foton impulzusanak és energiajanak
kapcsolata (3.2) szerint: p = 22, A klasszikus
hullamtanbol pedig tudjuk, hogy Av = ¢, igy
ezek kombinéciojabol:

(3.8)

Ez a hires de-Broglie féle hullamhossz, a kép-
lettel minden testhez (objektumhoz, részecs-
kéhez) hullamot rendelhetiink. A fenti ,leve-
zetés” azonban nem bizonyitas, hiszen a fo-
tonra adott impulzusképlet sem bizonyitott,
valamint nincs jogunk az eredményt fotonrol
barmely testre altalanositani. Az elmélet nem
segit elképzelni az anyaghullamot, és arra sem
ad magyarazatot, hogy mikor kell részecské-
nek és mikor — a fenti hullamhosszal definialt —
hullamnak tekinteni egy testet. Igy de-Broglie
Otlete sem egyéb mint munkahipotézis, amely
merészen altalanosit — és néhany esetben ered-
ményre vezet.

Példa

Nézziink meg két konkrét példan a de-Broglie
hullamhossz értékeit. Egy 2,5 tonnas autd
de-Broglie hullaAmhossza, mik6zben 100 kTm—val

halad:

6,626 - 10734 Js
2,5-10° kg - 28 @

=9,5-107% m.
(3.9)

/\auté =

Egy felgyorsitott elektron sebessége legyen
v =2-107 &, tehat impulzusa p = 1,71 -
1023 kg™ . Ekkor de-Broglie hullamhossza:

)‘elektron = 07 36 - 10_10 m = O, 36 A (310)

3.1.6. A korrespondencia elv

A fenti példa alapjan lathat6, hogy egy makro-
szkopikus testhez (autohoz) rendelt de-Broglie

4Ez azért figyelemreméltd eredmény de-Broglie-tol,
mert a targyalt kisérletek jo részét nem ismerte.
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hullamhosszérték érzékelhetetlenil (detektal-
hatatlanul) kicsi. Makrovilagunkban, ahol az
impulzusok (a nagy tomegek miatt) tobb tiz
nagysagrenddel esnek a Planck-allandoé értéke
folé, a testekhez rendelt hullamhosszak olyan
kicsik, hogy

nem érzékeljik a nagy tomegi testek
hullamként valo viselkedését.

Azoknal a testeknél viszont, amelyeknek
impulzusa a Planck-allandéval 8sszemérhets®,
mar érdekes tulajdonsidgokat mutathatnak —
a de-Broglie elmélet szerint, hiszen a mikro-
részecskékhez rendelt hullamhosszértékek mar
atomi nagysagrendekbe esik (egy atom atmé-
réje kb. Ansgstromnyi), igy

az atomok vildgaban a mikrorészecskék
hulldmtermészetének fontos szerepe lehet.

Megfigyelhetd, hogy a de-Broglie hipotézis a
mikrovilagban 0 jelenségeket ir(hat) le, azon-
ban makroszinten érvényben hagyja a klasszi-
kus fizikat. Ezt a késGbbiekben megkoveteljiik
minden Gj elképzeléstol is, hiszen egy Gj elmé-
leti konstrukcié nem keriilhet ellentmondésba
a makrovilagban jol miik6dé klasszikus fizika-
val — valamint mindennapos tapasztalataink-
kal.

Ezek alapjan kimondhatjuk, hogy a mikro-
vilagot leird torvényeknek atomi meéretekhez
képest nagy tomegek és nagy tavolsagok ese-
tén a klasszikus mechanika torvényeibe kell at-
menniiik. Ez a korrespondencia-elv.

A kvantummechanika
elemei

3.2.

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy egy adott
fizikai objektum (az autotol a fotonig) esetén
részecske és hullamtulajdonsagok egyarant fel-
lép(het)nek, és ezt a klasszikus fizika eszko-
zeivel nem tudjuk magyardzni. A bemuta-
tott prébélkozasok nem szakitanak ,eléggé” a
klasszikus alapokkal, eredményiik nem kielé-
gits, igy sziikséges egy teljesen 4j fizikai esz-
kozrendszert kidolgozni. Ennek egyszerre meg
kell magyaraznia a részecske- és hullamképet,

5Ez a mikrorészecskék vilaga.

és tajékoztatnia kell arrdl, hogy melyiket mi-
kor lehet hasznélni. Ezen kiviil meg kell ra-
gadni azt a mélyebb kdzds forméat, amelynek
lehetséges megnyilvanulédsa a részecske- és a
hullamallapot is! Erre lesz alkalmas a ko-
vetkez alfejezetben bevezetendd hullamfiigg-
vény.

3.2.1. A hullamfiiggvény

A részecskék klasszikus leirasanak alapja a t6-
megpont® fogalma. Ez azonban csak mint
matematikai modell &llhatja meg a helyét,
ugyanis a pont nem bir kiterjedéssel, igy a va-
16s vilagot leir6 fizika szdméra nehezen értel-
mezhetd.

Probéljuk megadni egy z-tengelyen elhe-
lyezked6 tomegpont (7T') helyzetét. Klasszi-
kusan ezt ugy foghatjuk fel, hogy koordina-
tarendszeriink x = zp pontjaban ,yvan” a to-
megpont, attol barmilyen kis tavolsdgra mar
yhincs”. Probaljunk bevezetni egy U(z) flige-
vényt, mely jellemzi a test helyzetét. Ezt agy
szeretnénk definidlni, hogy ahol a részecske
,wan”, ott 1 legyen az értéke, mindenhol mas-
hol pedig nulla. Ekkor nyilvanvaloéan a fiigg-
vény elég furcsa, az x = xp pontban szakada-
sos lesz, ott egy értéket vesz fel, minden mas
pontban pedig nullat, lasd 3.4. abra!

A természet azonban ,szereti” a folytonos-
sagot, igy szinte kézenfekvs a , javitds” modja.
Csinaljunk egy hegyes, de folytonos fiiggvényt,
irja le ez a részecske helyzetét. A tomegpont
ezentl mar nem témegpont, eltint a kiterje-
dés nélkiiliség problémaja, lasd a 3.5 abrat!

Vizsgaljuk meg, hogy mi volt a javitéas ,ara”.
Mivel a helyet megado fiiggvényt tgy definiél-
tuk, hogy ahol ,nincs” részecske ott nullat ve-
gyen fel, ahol pedig van, ott nullatél kiilonboz6
értéket, igy lathato, hogy a fizikai objektu-
munk ,szétterjedt”, elmosddott” lett, gy ti-
nik, mintha nem csak egy pontban lenne meg-
talalhato(?).

Hogyan értelmezziik tehat azt, hogy a test
kiterjed, a tomegpont elmosédik.  Bizto-
san nem arrél van sz6, hogy a test meérete

6A tomegpont természetesen idealizacié, bevezeté-
sét a célszertiség indokolja, ugyanis a klasszikus mecha-
nikdban egy kiterjedt testet a test sulypontjaba helye-
zett, a test tomegével megegyezG tomegponttal irha-
tunk le, amely ezutan matematikailag mar egyszertien
kezelhetd.
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3.5. abra. A folytonossd tett helyfiiggvény

megnd, anyaga ,folyni kezd”, ,hol itt van, hol
ott”...Max Born nyoméan a fenti, helyet meg-
hatarozo komplex értékd W fiiggvénynek — a
hullamfiiggvénynek — valosziniiségi értelmezést
adunk. Azaz

eqy adott r pont eqy drdydz elemi
kérnyezetében a test |V (r)|*dzdydz
valdsziniséggel tartozkodik.

Ennek bevezetésével ezentul barmely test
helyét egy dimenzioban nem egy szdimmal (ha-
rom dimenziéban nem harom szammal), ha-
nem egy folytonos fiiggvénnyel” adjuk meg,

"Egy dimenzios esetben ez egy egyvéltozos fiigg-
vény, mig harom dimenziéban harom valtozos.

ami ott vesz fel nem nulla értéket ahol a test
van (lehet).’

Milyen tulajdonsagokat kell megkovetelni a
hullamfiiggvényt6l? Mivel egy objektum egy
adott koordinatdjia pontban csak egy adott
valoszinidséggel fordulhat els, igy a hullam-
fiiggvénynek a tér minden egyes pontjahoz
egyértelmtien hozza kell rendelnie egy értéket
(komplex szamot):

U(z,y,2): R® — C (3.11)

A masodik tulajdonsag abbdl fakad, hogy
a testet meg kell talalni. Igy ha a tér minden
egyes r pontjaban 0sszeadom a megtalalési va-
l6szintiségeket, az eredmény egy kell, hogy le-
gyen, azaz:

/|‘§[/($,y,z)|2dxdydz =1 (3.12)
%

Bevezetve a hullamfliggvényt és annak valo-
szintiségi értelmezését, a hétkdznapi tapaszta-
latainkkal latszolag ellentmondasba keriiltiink.
Ugyanis hidba meresztjiik szemiinket barmely,
a kornyezetiinkben 1év6 targyra, nem latjuk el-
moso6dni, kiterjedni, ,hol itt — hol ott lenni”.
Ennek magyarazata abban keresendd, hogy
makrovildgunkban — a szdmitasok szerint — en-
nek az elmosédasnak a mértéke sok-sok nagy-
sagrenddel kisebb, mint a szemiink altal érzé-
kelhets mérettartoméany.

A fentiek alapjan ugy tinhet, hogy a kvan-
tummechanikaban tett elsé 1épésiink értelmet-
len volt. Ez azonban két dolog miatt sincs
igy. Egyrészt komoly fogalmi kiilonbség van
a hely koordinataval illetve fliggvénnyel vald
megadéasa kozott. Masrészt a mi makroszkopi-
kus vildgunkra ugyan nincs kozvetleniil megfi-
gyelhet6 hatasa, a mikroszkopikus mérettarto-
méanyok vilagat az Gj elmélet azonban teljesen
atformalja; a tovabbi fejezetekben ezt probal-
juk érzékeltetni egyszertibb jelenségek bemu-
tatdsa révén.

8Vegyiik figyelembe, hogy a hely mint fiiggvény
csak a pontszertiséghez képest hatarozatlan, matema-
tikailag a fiiggvény és a pont is ugyanolyan konkrét,
hatarozott valami.
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3.2.2. A hullamfiiggvény és az

impulzus

A hullamfiiggvény egy adott pontban felvett
értéke — az el6zGek alapjan — kapcsolatban van
az el6fordulés valoszintiségével. Ha azonban a
hullamfiiggvényt egy fizikai rendszer teljes le-
ir6janak akarjuk hasznalni, akkor szamot kell
adnia a kérdéses objektum helye mellett an-
nak impulzusarol is. Hogyan rejti magaban a
hullamfiiggvény az impulzust? Nem a széles-
ségében vagy a magassagaban, hiszen azok az
el6fordulas helyével és valoszintiségével allnak
kapcsolatban! A gorbe szerkezete azonban ad-
hat tovabbi informaciokat.

Amint a pontosabb vizsgalatok megmutat-
jak a hullamfliggvénynek finomszerkezete van,
amit mi az el6bbiekben vizsgaltunk, az csak
ennek az oszcillalo, hullamszerd szerkezetnek
a burkol6gorbéje, lasd 3.6. abra.

3.6. abra. Az impulzus

Mint megmutathat6 strdbb — kisebb hul-
lamhosszusagi — féstifogazat esetén a hullam-
fiiggvény altal leirt test ,nyugtalanabb”, tehat
impulzusa nagyobb. ,Simabb” finomszerkezet
— azaz nagyobb hullamhosszisagu féstifogazat
— esetén a leirt test ,nyugodtabb”. Tehat

a hulldmfiigguény finomszerkezetének kisebb

hulldimhosszahoz a test nagyobb impulzusa,

mig nagyobb hulldmhosszdhoz a test kisebb
impulzusa tartozik.

Mint levezethetS6 az impulzus és a hullam-
hossz kozotti ardnyossdgi tényez6 éppen a
Planck-allando, igy:

h
= —, .].
=y (3.13)

Lathato, hogy de-Broglie korabban mar
ugyanerre az eredményre jutott, azonban az
nem egzakt fizikai megfontolasok nyoman szii-
letett, igy — bar fenti eredményiink alakilag
azonos azzal —, jelentéstartalmat tekintve tel-
jesen mas.

A figyelmes Olvasé rogton észreveheti, hogy
a hullamfiiggvénynek bele kell simulnia a koor-
dinatatengelyekbe®. Igy az impulzust kodolo
belsé mintazathoz sem rendelhets egyértelmi
hullamhossz — lasd a 3.6. abra A\; és Ay hul-
lamhosszait —, hiszen az nem szabalyos peri6-
dikus gorbe.' Ezek szerint egy adott allapot-
hoz tobb impulzus is rendelhets, azaz a mik-
rovilagban

nem csak a hely, hanem az impulzus is
bizonytalan.

Most maéar elég informécié all rendelkezé-
siinkre ahhoz, hogy a hullamfliggvény mozga-
sat meghatarozhassuk. Ha a testnek impul-
zusa van, akkor sebessége is van, azaz helye
valtozik. Ez a hullamfiiggvényben ugy jelenik
meg, hogy a hullamfiiggvény nem nulla része
,mozog”’ az z-tengely mentén. Ha az impul-
zus nagyobb, azaz a mintazat stirtbb, az egész
Hhullamcsomag” gyorsabban mozog, ha az im-
pulzus kisebb, lassabban, ezt mutatja be a 3.7.
adbra. Vegyiik észre, hogy a hullamfiiggvény
milyen kompakt informaciéhordoz6. Nem csak
a helyet, hanem az impulzust is tartalmazza.

Ezzel érthetévé valik a jhullamfiiggvény”
szoOhasznélat oka. A test hullamfliggvénye
ugyanis Ggy mozog, mint a viz felszinén ter-
jedd hullam. Jelentéstartalma azonban ennél
joval mélyebb, az analogia nem lényegi. Mig a
vizhullam csak a viz részecskéinek kitérésval-
tozasa, addig a hullamfliggvény az éltala le-
irt test koordinatajat és impulzusat hordozza,
azaz (talan) maga a test.

3.2.3. A Heisenberg-féle hataro-

zatlansagi relacié

Mint lattuk a kvantummechanikdban sem a
koordinatanak, sem az impulzusnak nincs éle-

9Ha nem igy lenne, a test barmely ponttél végtelen
tavol nem nulla valoszintiséggel megtaldlhaté lenne, ez
pedig lehetetlen.

10A késGbbiekben fontos lesz, de mar most vegyiik
észre, hogy a periodicitast a ,végek” rontjak el, a ,ko-
zéps6 rész” periodicitasa megfelels.
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3.7. dbra. Nagy és kis impulzusi hullamfiigg-
vények

sen meghatarozott értéke. Probaljunk felalli-
tani egy korlatot arra, hogy — elvileg!! — me-
lyiket milyen pontossaggal hatarozhatjuk meg.
Az impulzus-bizonytalansigot az okozta, hogy
a hullamfiiggvény finomszerkezetét alkoté hul-
lamhoz nem rendelhetd egyértelmid hullam-
hossz. Azonban érezhets, ahogy a burkolot
Hkinytujtjuk”, egyre tobb szabalyos periodus fér
el beliil, és a periodus ,hibajat” okozd vég-
effektusok relativ szerepe lecsokken. Mivel a
burkolé kinydjtasa azt jelenti, hogy a hely-
bizonytalansagot megndveljiik, igy azt lathat-
juk, hogy

az impulzus bizonytalansdgdinak csokkentése a
helybizonytalansdag novekedését vonja maga
utdn.

Teljesen hasonlé a fenti helyzet ,péarja” is. Ha
a helybizonytalansagot csokkentends a burko-
16t Osszehuzzuk, a finomszerkezet (impulzus)
hib4dja megnd, hiszen a periodicitast elrontéd
,»,Szélek” hatasa egyre nagyobba valik, azaz

a helybizonytalansdgot csokkentve az impulzus
bizonytalansdga névekszik.

Bevezetve a hely illetve az impulzus bizony-
talansadgara a Az és Ap jelolést, eredményiin-
ket a Az - Ap =élland6 formaban is felirhat-
juk. A pontos szamitasok W. Heisenberg nevé-
hez fiz6dnek és az alabbi eredményre vezetnek

1Az elméleti fizika szempontjabol mindegy, hogy
konstrualtak-e mar késziiléket a mérésre, vagy
érdemes-e megmeérni.

(ahol Ap, jelenti az impulzus z komponensé-
nek bizonytalansagat):

h
Ax - Ap, > 5

(3.14)

Hérom dimenziéban a fenti képlet igaz
kiilon-kiilon mindharom koordinatara és im-
pulzusra, azaz kiegészitve:

h
Ay-Apy 2 5 (3.15)

h
Az-Ap, > 3 (3.16)

Ezek a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi reld-
ciok, amelyet gyakran komplementaritasi elv-
ként is szoktak emliteni. Ennek oka az, hogy
a koordinata- és az impulzus pontossiga csak
kiegészitd modon tehetd naggya.

Akit a hullamfiiggvény finomszerkezetérsl leirtak nem
gy6ztek meg eléggé azok szdméra az alabbiakban tovabbi
kiegészité megjegyzések talalhatok. Mint az belathato
(lasd Fourier-analizis) kiildnb6z6 — adott hullamhossza
— hullamok szuperpondlasaval barmilyen hullAmmintazat
igy példaul egy részecskét jellemz6 hullamcsomag is 0ssze-
rakhat6. Ahol a — megfelel6 m6don Gsszevalogatott, majd
egymasra helyezett — hullamok kitérései erdsitik egymast
ott lesz a hullamcsomag kitérése, a tobbi helyen az Ossze-
tev6k kioltjak egymést. Mint azonban — matematikailag
egzaktan — belathat6é minél révidebb hullamcsomagot aka-
runk kialakitani annél t6bb kiilonb6z6 hullaimhossza sza-
béalyos hullamot kell venni. Ezt leforditva a fizika nyelvére
lathato, hogy ha kicsi helybizonytalansagot szeretnénk el-
érni (sziik hullamcsomag), akkor sok kiildnb6z6 hullam-
hossztsaga Osszetevém lesz, tehat nagy lesz az impulzus
bizonytalansaga.

A hatarozatlansagi relaciok hatasa a mak-
roszkopikus mérések kimenetelére teljesen ér-
zékelhetetlen és figyelmen kiviil hagyhato, a
mikrovilagban azonban komoly hatésai van-
nak. Ha ugyanis egy elektron helyét egy nano-
méter (107 m) pontossdggal megmérem, ak-
kor impulzusanak bizonytalansaga akkora lesz,
hogy egy masodperccel késgbb akar 100 km ta-

volsagban is lehet.

3.2.4. A mérés és a hatarozat-

lansag

A hatérozatlansagi relacionak tehat komoly fi-
zikai és filozofiai kihatédsa van. A belgle ki-
indulo fizikai és filozofiai problémafelvetések
legalabb akkora forradalmat okoztak a termeé-
szettudomanyos kozgondolkodésban, mint az
einsteini relativitaselmélet. Ahhoz, hogy ebbe
betekintést nyerhessiink, meg kell vizsgalni a
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3.8. abra. A hulldmfiigguény meghatdrozza az
eldfordulds valdsziniségét és az impulzust is

mérés és a mérhetdség — klasszikus és kvan-
tummechanikai — fogalmat.

A klasszikus fizika tanitdsa szerint a mérés
pontossaganak egyetlen korlatja a mérémiisze-
riink pontatlansaga, tehat jobb mérémiszerrel
pontosabb eredményt tudunk elérni. Valamint
annak sincs akadalya, hogy a koordinatat és az
impulzust egyszerre (egyid6ben) mérjem meg.
(Az ,egyszerre” kitétel fontossaga hamarosan
kivilaglik.)

A kvantummechanikdban azonban ez nem
igy van. Képzeljik el, hogy egy részecske he-
lyét nagy pontossaggal megmérem. Ez azt je-
lenti, hogy helyét meghataroztam, azaz helyé-
nek bizonytalansagat (Ax) lecstkkentettem.
A hatarozatlansagi relaciok miatt azonban ek-
kor a részecske impulzusdnak bizonytalansaga
megné. Minél pontosabban mérem meg te-
hat a részecske helyét (csokkentem a hely-
bizonytalansagat), impulzusanak bizonytalan-
sdga annal nagyobb lesz, azaz impulzusarol
annal pontatlanabb meérési eredményt tudok
csak adni. Ugyanez forditva is fennall. Egy
részecske impulzusat egyre pontosabban meg-
mérve, a részecske helyérsl fogok egyre keve-
sebbet tudni.

Ha a koordindatdt és az impulzust egyszerre
szeretném mérni, kompromisszumot kell
kdtndm, meg kell elégednem két pontatlan
adattal.

Hangsilyoznunk kell azonban, hogy a mak-
rovilagbhan a tételnek nincs gyakorlati jelents-
sége, makroszkopikus objektumokon tovabbra
is tetszGlegesen kozeli id6pontokban és célja-
inknak elegendSen pontosan mérhets az im-

pulzus és a koordinata, lasd korrespondencia-
elv!

Példa

A fentiek illusztralasara vizsgaljuk meg, hogy
egy biciklijével egyiitt 80 kg-os biciklista he-
lyét milyen pontossaggal tudom megmondani,
ha sebességmérésem pontossiga: Av = 0,5 ¢
Ekkor Ap = mAv = 40 kgs—m A hatarozatlan-
sagi relaci6 alapjan:

Ax = 10736 m

2Ap ~
Ez a szdm olyan kicsi, hogy nem csak meg-
mérni, elképzelni sem lehet. Ha azonban
mikrorészecskékre alkalmazzuk a hatarozat-
lansagi relaciot, a helyzet gydkeresen meg-
valtozik.  Példaul vegyiik egy atom kiils6
elektronjait. Kivalasztva egyet megmeérjiik
a sebességét, mérésiink bizonytalansigal? le-
gyen 10* 2. Az elektron tdmegét behelyet-
tesitve Ap ~ 1072 nagysigrendd. A ha-
tarozatlansagi relacidobol:

Az ~5-10"2 m =50 A.

Ez a tavolsag az atomi méretekhez képest ori-
asi, megfelel 50 atomi atmérének! Lathato,
hogy az elektron sebességét pontosan mérve
a hatarozatlansagi relacié komolyan szerephez
jut, mivel a hely bizonytalansagat nagyon ko-
molyan megndveli, olyannyira, hogy azt sem
tudjuk megmondani, hogy a mért elektron me-
lyik atomhoz tartozik.

Mint nyilvanval6, a kvantummechanikai
megkozelités csak ott értelmes és célszerd, ahol
a hatarozatlansagi Osszefiiggések okozta bi-
zonytalansdgok nem esnek az atomi mérettar-
tomanyok ala. A kvantummechanikai megko-
zelités alkalmazasanak célszertiségét a vizsgalt
test tomege donti el, ugyanis:

AzAv > i
2m

Ha a tomeg hétkoznapi tartoméanyokba esik
(m = 107° kg...10° kg), akkor a jobb ol-
dal 1072%...1073% nagysagrendd, azaz ilyen

12Ey az elektron sebességének nagysagrendjéhez ké-
pest pontos mérésnek szamit.
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méretd bizonytalansdgok fordulhatnak el6 a
helykoordinataban vagy a sebességében. Ez
mérhetetleniil és elképzelhetetleniil kicsi, igy
a hétkoznapi tartomanyokban a kvantumme-
chanika helyett nyugodtan hasznalhatjuk to-
vabb a klasszikus mechanikat. (Ez ismét a
korrespondencia elv!) Azonban egy elektron
esetén, amelynek tomege 1073! kg nagysig-
rendjébe esik, a bizonytalansiagok méar 104
rendiek, és ezek méar szamottevéek lehetnek,
tehat a mikrovilagban kizarélag a kvantumme-
chanika illetékes.

3.2.5. A hatarozatlansagi relaci6

kovetkezményei

A hatérozatlansagi relaciénak azonban nem
csak a fent bemutatott ,elméleti” kovetkezmé-
nyei vannak. Olyan meglepd eredményekre is
vezet, melyek teljes ellentmondasban vannak
hétkdznapi tapasztalatainkkal. A kvanmtum-
mechanikidban

eltinik o pdlya fogalma

amelyet a makrofizikiban és a hétkdznapok-
ban oly természetesnek tartunk.

Egy test palyajat dgy tudjuk meghatarozni,
hogy minden egyes pontban megmérjiik a se-
bességét, amely kijeloli, hogy a kovetkezs id6-
pillanatban hol lesz. Itt sebességét Gjbol meg-
hatarozva adédik a kovetkezd pillanatbeli ko-
ordinata, s.i.t. A hatarozatlansagi relaci6
azonban erre nem ad lehet&séget, hiszen ha —
elég pontosan — meg szeretném mérni a test
sebességét, akkor a mérés utan a helyérsl mar
nem allithatok semmit, igy a palya megkonst-
rualhatatlan. Ha a helyét mérem meg, akkor a
sebességének bizonytalansaga né meg, és ezért
nem tudom meghatarozni a kévetkez6 id&pil-
lanatbeli helykoordinatéajat.

Tehat a kvantummechnaika a mikrovildgban
eltorli a palya fogalméat, elképzelhetetlenné
téve egy részecske utjat. Ezért hasznaljak sok-
szor a haladéas helyett terjedés fogalmat, amely
kissé kozelebb 4ll a valésadgos — talan nem is el-
képzelhets — képhez.

A hatarozatlansagi relacionak a méréstech-
nikdban is komoly kovetkezményei vannak.
Minél jobban fel szeretnénk tarni egy anyag
finomszerkezetét a megfigyeléséhez annal ki-
sebb hullamhossziusagu fényre (sugarzéasra)

van sziikség. Ha ugyanis egy Az kiterjedési
targy (részlet) képét szeretnénk megkapni, ak-
kor olyan fényt kell alkalmazni, amelynek hul-
lamhossza Az-nél kisebb. A hullamhossz
csokkentése azonban megnoveli az impulzust
(Id. de-Broglie Gsszefiiggés), igy a vizsgélat-
hoz hasznalt hullam roncsolja a vizsgalando
targyat. A pontos alakmeghatéarozas ara tehat
a targy szerkezetének esetleg pusztulasa lehet.

Ahogy az a gyakorlatbol is nyilvanvalo,
a lathato fénnyel dolgozo optikai mikroszko-
pok feloldoképessége a fényhullamhossz nagy-
sagrendjébe (~ 100 nm) esik. Ennél fino-
mabb szerkezetmeghatarozashoz kisebb hul-
lamhosszakra van sziikség. Kézenfekvs megol-
dés lenne a fénynél kisebb frekvenciaju elekt-
romagneses sugarzas, a rontgensugarzas hasz-
nalata (~ 1072 — 107'%m) ez a rontgenmik-
roszkopia, amely sugarzas azonban lencsékkel
nem fokuszalhato, tehat ilyen mikroszkop gya-
korlatilag nem épithets. Hasznalhatunk kel-
16en nagy sebességre gyorsitott elektronokat
is, ezeknek a hullamhossza a novekvé impul-
zussal csokken, tehat alkalmasak finom részle-
tek kimutatasara. Fokuszalasuk — lévén tol-
tott részecskék — elektromos illetve magneses
terekkel lehetséges. Amint az belathato egy
kezdGsebesség nélkiil inditott, U fesziiltséggel
gyorsitott elektron hullamhossza:

(3.17)

Igy ha 1000 V fesziiltséggel gyorsitom az elekt-
ront, annak hullamhossza A = 0,35 - 107'%m
lesz, ami mar az atomi méretek nagysagrendje.

A fenti modszerekkel azonban az a prob-
léma, hogy a detektalashoz hasznalt részecs-
kék nagy energidkat szallitanak, igy roncsol-
hatjak a vizsgaland6 mintat. Lathatd, hogy
minél jobban csokkentem a hullamhosszat (ja-
vitom a helymeghatarozast), annal inkabb no-
velem a széllitott energiat, tehat a roncsoloké-
pességet.

A felgyorsitott elektron hullamhosszara vonatkozo6 kép-
let igazolasa az alabbiak szerint lehetséges. Az U fesziilt-
ség hatasara az e toltésd elektron eU energiara tesz szert,
ami mozgasi energiava alakul (v.6. (1.20)): eU = imov>.

Ebbdl az elektron végsebessége: v = \/% A de-Broglie-

h
V2meU '

h

s AZAZ A =

féle Osszefliggés szerint: A =
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3.2.6. Egyszerti kvantummecha-

nikai rendszerek
Dobozba zart elektron

Tegyiik fel, hogy egy részecskét bezarunk egy
végtelen mély potencidlgodorbe. Ez azt je-
lenti, hogy a részecske csak a tér egy meghata-
rozott L szélességi tartomanyaban tartézkod-
hat, és ott potencialis energidja nulla. Hétkoz-
napi példaként gondolhatunk egy drétdarabra,
vagy egy atomokbdl felépiilt hossza lancra,
(példaul konjugalt kotésrendszerd molekulak)
amelyben az elektronok — Marx Gyorgy szava-
ival élve — mint ,futopalyan” az adott térrész-
ben szabadon mozoghatnak.

Erre az egyszerd rendszerre a kvantumme-
chanika alapegyenlete — a hullamfiiggvény tér-
és id6beli dinamikajat leirdé Schrédinger egyen-
let — egyszerien megoldhatoé és amint az belat-
hat6 elektron dllohulldimok keletkeznek.

Ezt agy kell elképzelni, hogy az elektron
hullamfiiggvénye olyan alakot vesz fel, mint
egy megfeszitett hiron kialakulé hullamminta-
zat — azaz a végpontokban csomoépontok van-
nak, kozottiik pedig szinuszosan valtozik. A
részecske — n = 1,2,3,...,00 kvantumszam-
mal indexelt — hullamfiiggvényei (eltekintve
egy szamunkra lényegtelen szorzotol):

(3.18)

U, (x) ~ sin n%x

alakuak, ezt mutatja be a 3.9. &bra.

3.9. abra. Dobozba zdrt elektron hullimfiiggvé-
nye. Alapharmonikus €s az elsd két felharmo-
nikus.

Az n f6kvantumszammal indexelt allapot-
ban lév§ elektron energiaja pedig:

K22

hol E; =
ahot £1 2mL

E, = Ein?, (3.19)
A fenti megoldassal kapcsolatban az alabbi
megallapitasokat tehetjiik:

1. A részecske (elektron) csak egyméastol sza-
mottevéen kilonbozs (diszkrét) dllapo-
tokban tartézkodhat .

2. Amint lathato alapallapotban (n = 1)
a részecskét legnagyobb valészintiséggel a
doboz kozepén taldljuk meg, mig a szé-
lek felé haladva a megtalélasi valészintiség
csokken.

3. A kilonbo6z6 kvantumallapotokhoz tar-
tozo hullamfiiggvények olyan szinuszfiigg-
vények, melynek a potencidldobozon beliil
(n — 1) nullhelye, csomdpontja van. Itt a
részecske megtaldlasi valdszintisége nulla,
a tobbi pontokban pedig a hullamfligg-
vény négyzetével ardnyos — tehat pozitiv,
hiaba vesz fel a hullamfiiggvény maga ne-
gativ értéket is.

4. Barmely dobozba zart elektron hullamfiiggvénye
mindig el6allithat6 a fenti hullamfiiggvények lineéris
kombinéacidjaval: ¥ = c1¥1 + c2Wa +c3¥s3 + ...

5. A részecske energiaszintjei diszkrétek!
Energiaja csak egy adott E; érték (alap-
allapoti energia) egész szamu tObbszorose
lehet (kétszeres, négyszeres,...). A ré-
szecske energidja nem lehet nullal

6. Ha a részecske az n. kvantumszammal jel-
lemzett allapotbol az m. kvantumszim-
mal jellemzett allapotba megy at, energi-
ajanak megvaltozasa:

AE = Ey, — E, = Ey (m* —n®) (3.20)

Tehat a részecske csak jol meghatdrozott
energidk felvételére illetve leaddsdra ké-
pes. E kozotti energiaértékek nem elérhe-
t6k szamara, v.0. a hidrogén szinképénél
leirtakkal.

7. A doboz méretének csokkentésével a ré-
szecske alapéallapoti energidja (igy min-
den energiaszintje) novekszik.  Ez a ha-

tarozatlansagi relacioval egyszertien magyarazhato.
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A doboz méretének csokkentésével a részecske hely-
bizonytalansaga csdkken, igy impulzusbizonytalan-
sadga novekszik, azaz egyre nagyobb val6szintséggel

vesz fel nagy energiaértékeket.

Vizsgaljuk meg a kvantumossag vonatkoza-
sait és kovetkezményeit két egyszertd, egy mik-
rovilaghol és egy makrovilagunkbél vett pél-
dan keresztiil.

Tekintsiink egy m = 9 - 1073 kg tomegt
elektront egy atom potencialdobozaba zarva.
Ennek mérete legyen L = 10~% m. Ekkor alap-
allapoti energiaja:

E;1=2-1071Y%J=1,3eV.

Ahhoz hogy az elektron alapallapotbol (n = 1)
az els6 (m = 2) illetve a masodik gerjesztett
allapotba vigyiik (m = 3),

Ei_o=E(2°-1*) =3E; =3,9¢V
illetve
Ei_3=F(3*-1*) =8E =11,4¢V

energia sziikséges. E két energiaérték kivéte-
lével més energidk nem felvehetdk az elektron
szamdara (kivéve természetesen a tovabbi ger-
jesztett allapotok diszkrét energiait).

A természet szinei is a fenti diszkrétségnek
koszonhetSk. Bizonyos szinanyagokban (klo-
rofill, porfin) az elektronok akkora energiaval
gerjeszthet6k amelyeket a lathato fény (kb.
A = 660 nm hullimhosszi, £ = h{ = 1,8 eV
energiaju) fotonjai tartalmaznak. A klorofill
elektronjait a 400-500 nm, valamint a 600-700
nm kozotti fotonok'® tudjak gerjeszteni, igy
azokat elnyeli. Ezért a fehér fénnyel megvila-
gitott klorofill szinanyagt novények — mivel a
voros és kék fényt elnyelik a tébbit visszaverik
— zOldnek latszanak. Az atomok és a kismé-
retd szervetlen molekulék legtobbjét csak ult-
raibolya fénnyel lehet gerjeszteni. Ennek oka
az, hogy kis méretiik miatt nagy a gerjesztési
energiajuk, lasd 7. pont. Igy ezek a lathato
fény egyetlen OsszetevGjét sem nyelik el, tehat
fehérnek latszanak.

Makroszkopikus testre, példaul egy gram-
mos sorétszemre (m = 1073 kg) és makro-
szkopikus, centiméteres ,dobozra” (L = 1072

13Az elnyelés maximumai fiiggnek attol,
klorofill-a vagy klorofill-b molekular6l van szo.

hogy

3.10. abra. A klorofill-molekula négyzet alaku
tere (bal oldalt). Az ide bezdrt elektronok pon-
tosan a vérds fény energidjdval gerjeszthetdk.

m) az alapallapoti energia By ~ 4,4 -10~%
J. Ebbdl kovetkezben a gerjesztési energidk is
107%° J nagysdgrendjébe esnek. Finom mé-
rési modszerekkel az eV nagysagrendje (10719
J) detektalhatoé. Ahhoz, hogy ilyen nagy-
sdgrendd energiviltozdst kaphassunk, nagy-
sagrendileg 102° (egymilliardszor egymilliard)
energiaszintet kell 4tlépni. Mint lathato ez 6ri-
asi szam, azaz a makrovilagban olyan striin
vannak a diszkrét energiaszintek (esetiinkben
példaul 1070 J tavolsagban), hogy azok dssze-
folyni latszanak.

Harmonikus oszcillator

Vizsgaljuk meg a harmonikus oszcillatort a
kvantummechanika keretein beliil. A klasszi-
kus targyalas megtalalhato a jegyzet Hullam-
tan részében. A kvantummechanikai targya-
las bonyolult, igy itt csak az eredmények né-
hany vonatkozasat mutatjuk be. A hullam-
fliggvények itt is egy n kvantumszammal in-
dexelhet6k, azonban, torténeti okokbol — a do-
bozba zart részecskétdl eltéréen — a legkisebb
itt éppen ez adja meg a (bonyolult és emiatt
nem részletezett alaka) hullamfiiggvény cso-
moépontjainak a szdméat, lasd 3.11. abra 0-
as sora. Lathato, hogy alapallapotban a leg-
valésziniibb megtaldlasi hely a centrum. Na-
gyobb kvantumszamu (gerjesztett) allapotok-
ban a nagyobb valészintiségl helyek periodi-
kusan valtoznak. Megfigyelhets, hogy a hul-
lamfliggvény a centrumtoél tévolodva (expo-
nenciélisan, tehat gyorsan) lecseng, azonban
a klasszikusan elérhet$ tartomanyon (a para-
bolan beliili teriileten) ,tal 16g”, azaz a kvan-
tummechanikai oszcillator kicsi de nem nulla
valoszintséggel olyan helyeken is (,az ampli-
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tudon kiviil”) megtalalhato, amelyek a klasszi-
kus oszcillator szamaéra tiltottak. Ez tipikus
kvantumsajatsag. Oka abban keresendd, hogy
a helybizonytalansag kicsi volta miatt nagy az
impulzus bizonytalansidga, amely e miatt kis
valészintiséggel ugyan, de igen nagy értékeket
is felvehet. Erre utal az, hogy a hullamfiigg-
vény exponencidlis lecsengésii, azaz rohamo-
san tart a tengelybe, azonban szigordan nulla
értéket nem vesz fel (csak a csomopontokban).
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3.11. abra. A harmonikus oszcilldtor energia-
szintjei és hullamfiggvényei

A kvantummechanikai targyalas keretében
az oszcillator energidjara az alabbi kifejezést
nyerjiik:

En:(n—i—%)hw:

Mint lathaté az oszcillator energidja a
kvantumszam noévelésével egyenletesen névek-
szik.'*  Figyeljiik meg, hogy itt is jelentke-
zik az alapallapoti energia, azaz n = 0 mel-
lett is van a részecskének energidja. Ez az

(n + %) hv o (3.21)

14 A képletet igazoltak kétatomos molekulak rezgési
spektruméval. Ugyanis a kétatomos molekuldk ko-
z0tti kotGers tekinthet6 harmonikusnak. Ekkor egy
n — n — 1 rezgési atmenet soran kibocsatott foton
energidja éppen E, — E,_1 = hw, a kisérleti eredmé-
nyekkel teljes 6sszhangban.

Ey = %hw az ugynevezett zérusponti ener-
gia, amely egy harmomikus oszcillator legki-
sebb energiaja. Az a megleps helyzet all els —
a makrofizikival ellentétben —, hogy egy kvan-
tummechanikai rendszer minimdalis energiija
nem lehet nulla, valamint a harmonikus oszcil-
lator — mint rendes kvantumos rendszer — csak
diszkrét adagokban tud energiat felvenni, te-
hat n. allapotbol az m.-be valé atmenet soran
az energiakiilonbség:

AE = hw(m —n) = hv(m —n) (3.22)
Harmonikus oszcillator szamara a legkisebb
felvehets energiaadag: hw = hv Makroszko-
pikus testekre és energidkra itt is megjelenik a
korrespondencia elv, tehat a diszkrét energia-
szintek Osszefolynak. (Ezt az érdekl6dd Olvaso
koénnyen igazolhatja az w = \/g képlet segit-
ségével.)

A harmonikus oszcillator hv gerjesztési
energidja nem véletleniil emlékeztet a fotonok
(3.1) energiakifejezésére. Az elektromagneses
teret agy képzelhetjiik el, hogy annak min-
den ,modusa” (hullamszammal/frekvenciaval
adott allapota) egy-egy harmonikus oszcilla-
tor. Egy tjabb foton hozzdadasa a médushoz a
harmonikus oszcillator egy energiaszinttel vald
feljebb gerjesztésének felel meg.

A modern fizika nagy lezaratlan kérdései kozé tarto-
zik, hogy mi is van az elektromégneses tér (és egyéb te-
rek) zérusponti energidjaval. Vannak esetek amikor ez a
zérusponti energia kisérletileg kimutathat6. A végtelen
sok moédus Osszesen végtelen sok zérusponti energidja al-
tal keltett végtelen nagy gravitacios teret viszont nem lat-
juk...Az univerzum tagulasanak vizsgalata azonban arra
utal, mintha egy nagyon pici zérusponti energia mégis-
csak lenne a vakuumban.

3.2.7. A hidrogénatom, atomi

hullaAmfiiggvények

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a legegysze-
rtibb atomi elektronrendszer, a hidrogénatom
elektronjanak viselkedését.

A newtoni klasszikus mechanika keretein beliil az elekt-
ronra mint toltéssel rendelkezd pontszerd részecskére gon-
dolhatunk. Ekkor az volt az elképzelés, hogy az elektron a
mag koriil korpalyan (vagy ellipszispalyan) kering, a mag
és az elektron kozotti elektrosztatikus vonzerSt pedig az
elektronra a korpalyan valé keringése miatt felléps cent-
rifugdlis erd egyensilyozza ki. Ez volt a Rutherford-féle
modell, amely gy gondolt az atommagra és az elektro-
nokra, mint paranyi naprendszerre. Azonban Larmor be-
bizonyitotta, hogy gyorsulé toltéseknek (ilyen példaul a
korpalyan centripetalis gyorsulast elszenved6 elektron) su-
garozniuk kell, azaz energiat kell vesziteniiik. Emiatt az
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elektronoknak rovid idg alatt be kellene esniiik a magba —
amit azonban nem tapasztalunk.

A probléma a kvantummechanika keretein
beliil analitikusan is megoldhaté, azonban ez
matematikailag elég bonyolult, igy a tovabbi-
akban megelégsziink egy szemléletes képpel.
Az alapallapott hidrogén-atomban az elektron
kettds kényszert érez. Egyrészt a A = % de-
Broglie Osszefiiggés szerint nagyobb hullam-
hossz felvételével igyekszik azt elérni, hogy
mozgasi energidja minél kisebb legyen, tehat
alapallapotban az elektronmintazat kisimulni
igyekszik. Masrészt a mag elektromos vonzasa
igyekszik az elektront (illetve hullamfliggvé-
nyének a maximumat) a mag kozelébe huzni.
Ha azonban er6sen a mag kozelébe hiizna, ak-
kor az elektron helye til jol lenne lokalizalva
és igy — a hatarozatlanséagi relacié értelmében
— nagy lenne impulzusdnak a bizonytalansaga
és el6bb-utébb a magtol tavol ,talalnd magat”.
Ebbél a ketts harcbol sziiletik meg az alap-
allapoti H-atom gémb alakja.'> Ebben az al-
lapotban az elektron sugarmenti valészintiség-
eloszlasat mutatja be a 3.12. abra fels6 része,
ennek a fliggvénynek a maximuma (az elekt-
ron legval6szintbb radialis tavolsiga a mag-
tol) tekinthets a H-atom sugaranak. Ertéke
ro = 0,0529 nm.

a.

T T
e
A
. AJ
r
3.12. abra. Sugdrmenti valdsziniség-eloszlas
1s, 2s és 3s allapotokban

I5Természetesen ehhez az is sziikséges, hogy a
Coulomb-er6 gombszimmetrikus legyen, azonban ez
fennall.

Energia befektetésével gerjesztett allapotot
tudunk létrehozni, amelyben a gdmbszimmet-
ria megbormlik, helyét mas szimmetridk veszik
at. A gerjesztett allapotok megjelenése (aho-
gyan azt a dobozba zart elektronnal és a har-
monikus oszcillatornal is lattuk) csomok létre-
jottét eredményezi. A Coulomb-erStér magas
forgasszimmetridja miatt csomdsikok és cso-
mdgombok (a 3.13. abran csomokorok) egy-
arant létrejohetnek. (Ezek tehat olyan gbm-
bok és sikok, amelyeken a hullamfiiggvény ér-
téke nulla.) A tovabbiakban g-vel fogjuk je-
16Ini a csomogdmbok szamat,'® mig I-lel a cso-
molapok szamét. Ez a kémidbol jol ismert
mellékkvantumszdm. A f6kvantumszamot ugy
értelmezziik, hogy az a csomok teljes szaAmanal
legyen egyel nagyobb:

n=g+1+1 (3.23)

igy a mellékkvantumszam értéke nullatol n—1-
ig terjedhet:

0<li<n-1.

Az [ = 0 mellékkvantumszamu, tehat cso-
molap nélkiili elektronallapotok mind gémbao-
lytiek, azaz szférikusak, innen a betjelolésiik:
s. A kiilonb6z6 f6kvantumszamhoz tartozéd s
palyakat a kémidban (is) megszokott 1s, 2s,
3s, ...mobdon jeloljik. Ezeknek a palyadknak
a sugarmenti valésziniiség-eloszlasat mutatja
be a 3.12. abra kozépsd és alsé része (vesd
Ossze 3.13. abra idevonatkozo részeivel). Fon-
tos felhivnunk a figyelmet arra, hogy itt és
a tovabbiakban a ,,pdlya” sz6t nem a hagyo-
ményos — klasszikus mechanikai értelemben —
hasznaljuk.

Palya alatt az elektron meghatdrozott
energidval rendelkezd valamilyen
allohullam-dllapotdt, a kétott elektron egyik
sajdtrezgését értyik.

Az [ =1 allapotokban mar van egy csomo-
lap is, igy nem csak gémbszimmetria fordul
benniik el§. Szintén torténeti okokbol ezeket
a palyakat p palyanak nevezziik. A csomo-
goémb nélkiili (g = 0) legegyszeriibb gerjesztés-
nél az elektronallapot rajza sikszimmetrikus,

16kt szoktak radidlis kvantumszdmnak is nevezni,
mi azonban nem hasznaljuk.
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propellerre emlékeztet. Nyilvanval6an a ha-
rom dimenziéban ezeknek az allapotoknak ha-
rom kiilénbo6z6, egymastol lényegesen eltérs,
90%-0s forgatassal egyméasba atvihetd helyzete
létezhet, lasd 3.14. 4abra. Ezek a 2p., 2p,,
2p. jeld allapotok. (Minden maés iranyba allo
p-palya mar kikeverhets ebbdl a harombol.)
Mivel a Coulomb-energia forgasszimmetrikus,
ezeknek a palydknak az energidja megegye-
zik.!” Magasabb fokvantumszam mellett lét-
rejchet az egy csomolap mellett csomogdmb is,
azonban az elmondottak erre az esetre konnye-
dén kiterjeszthetdk, lasd az dbra 3p,, 3p, és
3p. allapotait.

Az | = 2 allapotokban két, egymésra merd-
leges csomolap taladlhatd. A mellékkvantum-
szdm bettjele d. a palya alakja a legegysze-
riibb, csomogoémb nélkiili (¢ = 0) esetben vi-
ragra (talan dalia) emlékeztet. A d allapot-
nak a térben 6t lényegileg kiilonb6z4 orienta-
cioja létezik, a hatodik allapot — amely a z-
tengelyen at fektetett két 45°-0s csomoélap hoz
létre — elGallithato két allapot szuperpozicio-
jaként (lasd 3.13. abra).

A héarom csomolapu (I = 3) palyak az f
palyak, itt mar hét lényegileg kiilonboz6 ira-
nyultsag lehetséges, ezeket az el6z6ek alapjan
az Olvas6 maga épitheti fel.

o~

| leiras

alapallapot, nincs csomo

egy csomogomb

egy csomosik

két csomoégdmb

egy csomosik egy csomogomb

Wl W W NN S
Ol =[N O = Ol

olo|le|lo|n|xn

két csomosik

1. tablazat A kvantumszdmok felépiilésének
sorrendeje.

Mint lathaté egyszerre kiilonb6z6 tipusta
gerjesztések is kialakulhatnak (gémb és lap)
igy sziikséges ezek pontos megadéasa. A ki-
alakulé gerjesztés alakjat legegyszertibben a
csomo6gombok (g) és csomolapok (1) szaméanak
megadasaval lehetne leirni, azonban torténeti
okobdl a f6kvantumszammal: n =g+ 1+ 1 és

17T6bbelektronos rendszerekben az elektronok egy-
masrahatésa kismértékben eltolja az energiaszinteket,
igy egy adott héjon 1év6 s palydjanak energidja vala-
mivel kisebb, mint p energiaja.

a mellékkvantumszam: [ = 0,1,2,3,... beti-
jevével: s,p,d, f,... tesszik.

A térbeli iranyultsaggal biré palyak (ahol
I # 0) orientacidjat a ,magneses” kvantum-
szammal (m) kiilonboztetjiik meg, melynek ér-
téke:
-1 <m<]

kozott lehet. Ebbd] kovetkezGen adott [ mel-
lekkvantumszamhoz 6sszesen 21 + 1 kiilonb6z6
palyaorientacio tartozik (m = 0 is lehetséges).

Egy atomi elektron dllapotdnak teljes
megaddsa az (n,l,m) kvantumszdmhdrmassal
lehetséges.

3.14. abra. A hatodik p dllapot kikeverése

Felvet6dhet a kérdés, hogy hany elektron fér
el egy adott n f6kvantumszammal jellemzett
héjon. Mivel adott n f6kvantumszamu héjhoz
l-nek n — 1 értéke tartozhat, valamint adott
I mellékkvantumszamhoz Osszesen 2] + 1 ira-
nyultsag, igy egy adott n fékvantumszamu hé-
jon maximalisan:

N(n) = 2%(21 +1) = 2n? (3.24)
=0

elektron tartézkodhat. Az els6 héjak maxi-
maélis elektronszamai tehat: 2,8,18,32. A kép-
let elején megjelend kettes szorz6 magyaraza-
tot kivan. A fenti kvantumszdmokkal meg-
adott tulajdonsagok mellett van még egy jel-
lemzGje minden elektronnak. Ez a spin, mely
az elektron sajat magneses viselkedésérdl tajé-
koztat. Minden elektron mégneses dipélusként
(,iranytd”) viselkedik, azonban azzal a specia-
litassal, hogy csak két iranyba (,fel”) és (,le”)
mutathat a tengelye. Igy a fenti harom kvan-
tumszam mellett az elektron teljes jellemzésé-
hez be kell vezetni a spinkvantumszamot (s)
is, melynek értéke — konvencionalisan — a ,,fel”
és a Je” allapotokban: s =1/2 as s = —1/2.
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3.13. abra. Elektrondllapotok az atommag kioril (A csomdgomboket — mivel a vetiletiket latjuk

— itt csomokoroknek nevezzik.)

Ezek utan mar kimondhatjuk a Pauli-elvet,
amely szerint az elektronoknak legaldbb egy
kvantumszamban kiilénbozniiik kell, azaz

az elektronok nem lehetnek azonos
kvantumdallapotban.

Igy minden egyes (n,l,m) kvantumszim-
harmassal jellemzett allapotban maximalisan
két, ellentétes spind elektron tartézkodhat.

Roviden szolni kell még az alapallapot és
a kiilonbo6z6 gerjesztett allapotok energidirdl.
Az alapallapotu H-atomban az elektron kotési
energiaja

Ey=—13,6 eV = —2,2 al.

A negativ elGjel jelzi azt, hogy az elektron kd-
tott allapotban van. Ennyi energia sziikséges

tehéat ahhoz, hogy az alapallapoti elektront ki-
szakitsuk a mag vonzasabol, azaz végtelen ta-
vol vigyiik a magtol. (Azért sziikséges végtelen
tavolra vinni, mert a Coulomb-eré hatétavol-
sdga végtelen. Természetesen a gyakorlatban
mér szabadnak tekintjiik az elektront, ha az
atomatmérshoz képest elég nagy tavolsagban
van.)

A gerjesztett allapotok energidja — ami a H-
atom Coulomb-mezejének sajatossaga — csak
a csomOk szaméval, pontosabban éppen a
fokvantumszammal (n = k + [ + 1) aranyos,
az alabbi moédon:

(3.25)

ahol R = Wﬁ A elég csunya allandot

tartalmazo kepletrol elegend6 azt tudni, hogy
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a novekvs fokvantumszammal (er&sebb ger-
jesztéssel) az elektron egyre gyengébben var
kétve a maghoz, de az inverz négyzetes fiig
gés miatt egyre kisebb lépésekben csokken ¢
kotottsége. A szabad elektronnak az n —
felel meg, ekkor Fo, = 0, azaz az elektron sza;
bad, nem koti a mag.

Tudhaté még, hogy a mag toltésének ndve
lésével az elektron kotottsége erGsebbé valik
csokken az elektronéllapot atmérGje, az ener
giaszintek mélyebbre siillyednek.

Vegyiik észre, a fenti és a (3.5) képlet ko
zOtti kapcsolatot. A vonalas szinképnél le-
irtakkal Osszevetve latjuk, hogy a gerjesztés
utén kibocsatott fény energiéja éppen az elekt
ron gerjesztett és kiindulasi allapotanak ener-
giakiilonbsége. Tegyiik fel, hogy az elektror
kezdetben az m jeld palyan van, és kiils6 ger-
jesztés az n, (n > m) palyara viszi. Amiko
innen visszatér Gjra az m palyara (n — m)
az E, — E,, energiakiilonbséget (természete:
sen E,, > E, és E,,,E, < 0) egy foton ki
bocsatasaval adja le. Igy a kibocsatott fontor
energiaja:

-1 -1
Efoton :En_Em =-R—-+R— =

=R (% — %) (3.26)

Ezt Osszevetve a 3.1.4. fejezet (3.5) kifeje-
zésével, valamint a foton energidjat megadd
FEfoton = hv kifejezést felhasznalva azt nyer-
jiikk, hogy R = hR, azaz kvantummechanikai
magyarazatat adtuk a vonalas szinképnek.

A t6bbelektronos rendszerekben kialakulé helyzet sok-
kal bonyolultabb, hiszen az elektronok egymasra is hatas-
sal vannak. Itt mar csak szamitasigényes kozelité mod-
szerek miik6d6képesek, azonban ezek az adott szakteriilet
feladatat képeazik.

3.2.8. Milyen a Hold amikor nem

nézem?

Ezt a kérdést Arisztotelész tette fel, a valasz
pedig az lehet ra, hogy ugyanolyan mint ami-
kor nézem, sargasfehér és kerek. A mikrofi-
zikdban az ilyen tipusu kérdésre adott valasz
mar nem ennyire trivilis.

Vegyiik gércsé ala a helymeghatarozas fo-
lyamatat. Ha elég ,durvan” is eljarhatok,
egyszertien kitapogatom a test helyét. Ek-
kor sziikségszertien kolcsonhatasba kell lép-
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3.15. abra.
sorrendje

Elektrondllapotok betdltddésének

niink vele, ez a hatas példaul egy ruhasszek-
rényen nem okoz szidmottevd valtozast. Fino-
mabb objektumok esetén azonban ,finomabb”
modszert kell keresni. Természetesen adodik a
nézéssel valo helymeghatarozas. Azonban ha
egy testet latni szeretnék, azt meg kell vilagi-
tani, azaz fotonokat kell raejteni. Ekkor a rola
visszaverddd és a szemiinkbe juté fotonok ré-
vén érzékeljik azt. A kiemelt ,yvisszaverédés”
sz6 lesz a jelenség kulcsfogalma. Ekkor jon
ugyanis létre a kolcsonhatas a megfigyels és a
megfigyelt objektum kozott.

A megfigyeléshez sziikséges fotonok nem
okoznak szamottevs allapotvaltozést a szek-
rényen, de még egy porszemen sem. Azon-
ban a mikroszkopikus mérettartomanyban a
foton(ok) &ltal szallitott energia (impulzus)
mar szamottevs szerephez juthat. (Lasd pél-
daul az tun. Compton-effektust, ahol a foton
megloki az elektront.) Tehat a mikroszkopi-
kus tartomanyokban egy tjabb, egészen fur-
csa eset allt el6: a megfigyels és a megfigyelt
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kolesonhat'®, azaz

ha megfigyelem a mikrorészecskét, az mdr
nem ugy viselkedik, mint amikor nem
figyelem, hiszen megfigyelésem befolydsolja
viselkedését.

Ezek utan viszont kijelenthetjiik, hogy arra a
kérdésre, hogy milyen az elektron, amikor nem
nézem, nem adhatok megnyugtat6 valaszt, hi-
szen ha nem nézem meg nem fogom megtudni,
ha viszont megnézem, akkor ,zavard” figyel-
mem hatasara mar mas moédon viselkedik.

A figyelmes Olvasé javasolhatnéa, hogy cs6kkentendd a
zavar6 hatast, a megfigyeléshez hasznaljunk csak egy fo-
tont. Azonban — példaul egy elektronnal val6 kblcsonhatéas
soran — még egy foton is szdmottevd impulzussal birhat.
Tovabbi javaslatként fel lehet vetni, hogy csokkentsiik a
vizsgalathoz hasznalt foton frekvenciajat, ekkor ugyanis a
p = hv alapjan csbkken a szallitott impulzus. Igy a frek-
vencia csokkentésével a megfigyelés zavaré hatasa is csok-
kenne. Vegyiik észre azonban, hogy ekkor 6ngoélt 16nénk,
ugyanis a frekvencia csokkentésével a foton hullaimhossza
megnd, és igy szdmara ,észrevehetetlenek” lesznek a hul-
lamhosszanal kisebb objektumok, azaz alkalmatlan lesz a
megfigyelésre. G. Gamow megfogalmazasaban: ,Nem le-
het perzsa miniatarat festeni szobafestGecsettel.”

3.2.9. A részecske—hullam ket-

t&sség, sajatallapotok

A hullamfliggvény valamint a kvantumme-
chanikai koordinita és impulzus bevezetésé-
vel kapcsolatban lattuk, hogy egy fizikai ob-
jektumnak lehet hatarozott impulzusa, ekkor
azonban a helye hatarozatlan. Valamint ha
a helyét tessziik hatarozotta az impulzusa va-
lik hatarozatlanna. Ezek alapjan vezessiik
be az alabbi fogalmakat. Ha egy objektum
impulzusa maximalisan hatarozott (minima-
lis bizonytalanségu), akkor azt mondjuk, hogy
az objektum impulzus-sajdtdllapotban van.
Ha impulzusa csak jol meghatérozott, akkor
impulzus-kozeli dllapotrol beszélhetiink. Ezek
analogonjaként a teljesen hatarozott koordina-
taju részecske koordindta-sajdtdllapotban van,
mig a jol lokalizalt (kis koordinatabizonyta-
lansagu) objektum koordindta-kozeli allapot-
ban. Mint a hatarozatlansagi relaciokbol lat-
szik eqy részecske mem lehet egyszerre impul-
zus és koordindta-sajdtdllapotban'®. Termé-

I8 Természetesen makroszinten is van kolcsénhatas,
csak ennek a nagy tomegi testekre nincs érzékelhetd
hatéasa.

19Ez azonban a makrovilagban nem bir jelent&ség-
gel, hiszen egy hétkoznapi test esetében annak helye és
impulzusa egyszerre mérhet$ (szinte) tetszSleges pon-
tossaggal.

szetes modon addédik az is, hogy er6sen hata-
rozott koordinatahoz er6sen hatarozatlan im-
pulzus tarsul és forditva.

Egy test természetesen lehet sem hullamkdo-
zeli, sem impulzuskoézeli dllapotban, ez az al-
lapotok ,jidealis hdzassaga”, itt egyik sem erd-
sen hatarozott, ezért péarja sem erdsen hata-
rozatlan. Az ilyen allapot hullamfiiggvényé-
nek szemléletes neve: hullAmcsomag, alakjaért
lasd a 3.6 abrat!

A fenti megfontolasokkal eljutottunk te-
hat odaig, hogy a klasszikus keretek ko-
zOtt zavarba ejté részecske-hullaim kett&sség
méar kénnyen értelmezhets. Egy fizikai ob-
jektum impulzus-sajatallapotban hullamként,
mig koordinata-sajatallapotban részecskeként
viselkedik.  Valamely foton, amikor inter-
ferenciara képes, (példaul diffrakciot szen-
ved) impulzus-sajatallapotban van, elektron-
nal itkozve (fotoeffektus), pedig koordinata-
sajatallapotban, ez felel meg a klasszikus ré-
szecske elképzelésnek. Teljesen hasonldéan —
hullam-sajatallapotban 1évé elektron feltétele-
zésével — magyarazhaté Jonsson hires kisér-
lete (1961), amelyben elektronokkal végezte
el Young kétréses kisérletét. Az elektronde-
tektorokbol kialakitott felfogbernyén a fénnyel
elvégzett kisérletekkel megegyez6 intenzités-
eloszlast produkiltak a koherens elektronok —
amelyek ebben az esetben tehat hullamként vi-
selkedtek.

3.2.10. Schrodinger macskija, a

tudat és a hullamfiigg-
vény

A fentiek alapjan nem lesz nehéz meg-
érteni Schrodinger hires gondolatkisérletét.
Alaphelyzetben adott egy macska egy lezart
dobozban. A dobozban a macskin kiviil van
még egy radioaktiv anyag és egy detektor,
amely figyeli, hogy bekovetkezik-e bomlas az
anyagban. A radioaktiv anyag aktivitasa ak-
kora, hogy egy perc alatt atlagosan % valoszi-
niiséggel kovetkezik be benne bomlis. Ha a
doboz lezarasatol kezd6ds egy percben bekd-
vetkezik bomlas, akkor egy kis szerkezet eltor
egy meérget tartalmazé kapszulat és a macs-
ka elpusztul. Amennyiben az adott id§ alatt
nem kovetkezik be bomlas, a macska taléli ezt
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a kellemetlen kalandot. Ezt a — jobblelkd &l-
latvédSkben garantaltan felhaborodést kivaltd
— kvantum orosz-rulettet az irodalom az el-
nézd ,Schrodinger macskaja” néven tartja sza-
mon. A jelenség értelmezéséhez ismerni kell
még azt a tényt, hogy semmilyen fizikai mod-
szerrel nem josolhatdé meg, hogy a radioaktiv
anyagban bekovetkezik-e bomlés a kovetkezd
idGegységben. (Ez természetesen abbol fakad,
hogy a radioaktiv bomléast kvantumos torveé-
nyek vezérlik.)

Tegyiik fel, hogy Osszeallitjuk a kisérletet,
betessziik a macskat, lezarjuk a dobozt és ki-
varjuk az egy percet. Ekkor a macska vagy el-
pusztult, vagy él, allapota a tovdbbiakban mar
nem véaltozik. A doboz kinyitasa nélkiil mit
tudunk mondani a macskarol? Csak annyit,
hogy mind az é16, mind az elpusztult allapot
valészintisége % Ebben az esetben kitiinGen
hasznalhato a hullamfiiggvény, mint a bizony-
talan allapotok leirdja. Irjuk fel — persze szim-
bolikusan®® — a macska hullamfiiggvényét:

(él) + %(elpusztult).

Tehét a macska ,,0sszetett” allapotban van,
az élet és a halal szuperponélt allapotaban,
egyszerre él (% valoszintséggel) és egyszerre
halott (szintén % valosziniséggel), ez a kvan-
tummechanikara olyan jellemzé ,kevert” alla-
pot. Azonban a macska a dobozban valoszi-
ntleg — bar ennek eldéntésére nincsen mod
— nem alakult 4t egy valamilyen, eddig még
nem latott félig élé—félig halott kombinéciova,
az vagy él, vagy elpusztult. Mivel azonban
a pusztulasat kivalto esemény (a radioaktiv
bomlés) bekovetkezése nem josolhato, igy ne-
kiink mincs jogunk a macska allapotarol biz-
tosat dllitani, tehat csak a hullamfiiggvényes
leirasmodot alkalmazhatjuk.

Mi torténik a macskank hullamfiiggvényeé-
vel, ha kinyitjuk a dobozt és belenéziink? Ter-
mészetesen a hullamfiiggvény beleesik az é16
vagy a halott allapotba. Azaz ha a macska
tulélte a kisérletet, akkor ¢ = (él) ha elpusz-
tult, ¥ = (elpusztult) allapotba keriil. Ezek
az allpotok mar tiszta allapotok.

20 A macska nagysagrendileg 1024 darab atomjanak
egylittes hullamfiiggvénye természetesen nehezen lenne
folirhato.

3.16. abra. Schridinger macskdja — rdaddsok-
kal

Mint lathat6é a kvantummechnika eszkoz és
fogalomkészletével a fenti informaciohianyos
rendszer jol leirhaté6 — barmilyen mesterkélt-
nek tinik is. A baj a szemléletiinkkel van.
Hogyan képzeljiik el a ,kevert” allapotu (egy-
szerre €16 és halott) macskat? Lathato, hogy a
hullamfiiggvény akkor esik bele egy ,tiszta” al-
lapotba, ha a dobozt kinyitjuk és belenéziink.
Hogyan tudja egy ilyen Gsszetett rendszer hul-
lamfiiggvényét — ami pusztan egy egyszerd ma-
tematikai konstrukcié — a megfigyelésiink be-
folyasolni?*? Mi lenne ha csak kinyitnank, de
nem néznénk bele? Ugy érezziik, hogy a hul-
lamfiiggvény kevert allapotban maradna. De
mi lenne a helyzet, ha egy [, vagy egy cse-
csemd nézne bele, aki nem tud a kisérlet cél-
jarol, értelmérdl és értelmezésérdl. Szamukra
egy él6 vagy elpusztult macska nem hordoz in-
forméciot. Ennek ellenére vajon beesne a hul-
lamfiiggvény egy tiszta allapotba?

A probléma tovabb bonyolithato. Egy, a do-
bozban {16 megfigyels folyamatosan tudja ko-
vetni az eseményeket, az 6 szamara a macska
hullamfiiggvénye folyamatosan tiszta allapot-
ban van. A dobozon kiviil figyel6k szamara
azonban a hullamfiiggvény szuperponalt. Ho-
gyan lehet, hogy ugyanazt a testet leir6 hul-
lamfliggvény (tehat az allapot teljes meghata-
rozdja) a két megfigyels szaméra kiillonboz6?
Létezhet az, hogy egy macska az egyik meg-
figyel6 szaméara €l (vagy halott), egy mésik
szaméara egyszerre él6 és halott? Egyéaltalan
ellentmondas ez?

211t természetesen nem arrdl van sz6, mint a hely-
meghatarozasnal, hogy a megfigyeléshez hasznalt fo-
ton befolyasolja a macska hullamfiiggvényét, ugyanis
az vagy az él6, vagy a halott, de mindenképpen 5ol
meghatdrozott dllapotba keriil. Annak kézel nulla a va-
l6szintisége, hogy egy ,kosza” foton a hullamfiiggvényt
pontosan a két konkrét allapot valamelyikébe vigye.
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Egyes értelmezések szerint — bar ezek
csak feltételezések —, a hullamfiiggvény
értelmezése—viselkedése a megfigyels tudatdval
van kapcsolatban . Annak, aki tud a kisérlet
értelmeérdl és ugy figyeli az eseményeket a hul-
lamfiiggvény ezek szerint mést jelent, mint a
kisérletet nézd lonak. A kiilonbséget a megfi-
gyeld és a 16 kozott talan éppen a tudatossag-
ban lehet keresni. A valéban silyos probléma:

hogyan lehetnek mdsok a fizika torvényei egy
tudatos (vagy csupdn ,€l6”) megfigyeld és
példdul egy garantdltan nem tudatos (nem
élo) elektrondetektor szdamdra.

Wigner Jen6 szerint a kvantummechanikat
leir6 egyenletek ,elromlanak” a tudatos (vagy
,€l6”) lények kornyezetében (hatasara).

John Wheeler?? méas, de nem kevésbé meg-
hokkentd allaspontot képvisel. Szerinte, mi-
vel a vildgot kvantumtdrvényeknek engedel-
meskedd mikrorészecskék alkotjék, igy a kvan-
tumjelenségeknek makroszinten is jelentkez-
niiik kell. Ennek egy megnyilvanulési formaja,
hogy jelenbeli cselekedeteink hatassal birnak a
multrol tett allitdsainkra, azaz a megfigyel6 —
6 mar tudatos! — jelenléte teszi érzékelhets va-
losagga a jelent. Igy nem okoznak problémat a
,kiilonb6z8 macskak”, hiszen mindegyiket mas-
més megfigyel§ jelenléte teszi 1étezévé, nem
kell azonosnak lenniiik?3.

Hugh Everett egy harmadik megoldast ja-
vasolt. Szerinte minden egyes dontés soran
minden egyes kimenet megval6sul, és igy min-
den egyes mérés (pontosabban minden egyes
kvantumos esemeény) soran a vilag ketts (vagy
tobb) részre agazik. Igy minden megfigyels-
hoz talalhatunk a vilagok hihetetlen gazdag-
sdgéban egy olyat, amely pontosan leirja az 6
képét.

Egy masik kvantummechanikai iskola sze-
rint a hullamfiiggvénynek statisztikus értelme-
zést kell tulajdonitanunk. Ekkor az egy perc
letelte utan a macska 50% valoszintséggel él,
illetve 50% valoszintiséggel pusztult el, de al-
lapota tiszta, azaz a macska hullamfliggvénye
vagy ¥ = (él) vagy ¥ = (elpusztult). A

22Wigner veje.

23Ennek egy érdekes kovetkezménye, hogy a torténe-
lemnek (multnak) nincs jelentése (nem is létezik), csak
olyan formaban, ahogy feljegyezziik.

statisztikus értelmezés pedig azt jelenti, hogy
1000 kisérletet elvégezve koriilbelil 500 taléls
és 500 elpusztult macskank lesz, amelyek alla-
potai a dobozok kinyitasa nélkiil is tisza &alla-
potok — de azokrél nem mondhatunk semmit.

Anélkiil, hogy a kérdést megprobalnank el-
donteni, egy Mantaigne idézettel zarjuk a fe-
jezetet:

Ha macskammal jdatszom, ki mondja meg,
vajon én vagyok-e az G jatékszere s nem & az
enyém?
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